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( D ^q):pand q, بين الجملتين‎ AND ترمز الى الاداة النطقية‎ A 
(Dvq):porq, بين الجملتین‎ Inclusive OR ترمز الى الاداة المنطقية‎ ۷ 


p 6 q: porq, but not both بين الجملتين‎ Exclusive OR ترمز الى الاداة المنطقية‎ e 


¬ تعني نفي الجملة sut‏ زو 

p implies و‎ (p >q), (p >q) ضمنیاً تشتمل على‎ p ترمز الى ان‎ 
D © q biconditional <> if and only if SLY) ترمز الى اداة الشرط‎ 
P=Q or PS Q : م‎ and و‎ are logically equivalent التكافؤ النطقي‎ 
V forall ترمز الى الكل‎ 

ترمز الى انه پوجد J there exist‏ 
لكل القیم فان الجملة صحيحة VXP(X): for every x, P(x)‏ 
لبعض القیم فان الجملة صحيحة JxP(X): for some x, P(x)‏ 


Set notations رموز المجموعة‎ 


{X1 9. X : set consisting of the elements X;,...., X, تمثل مجموعة من العناصر‎ 
{x | p(x)} : set consisting of those elements x satisfying property p(x) 
p(x) مجموعة تشتمل على العناصر × التي تحقق الخاصية‎ Ji 
XE A : xis an element of A 
X © A : xis not an element of A 


A= B set quality (A and B. have the same elements) ترمز الى تساوي اللجموعات‎ 
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0 :empty set ترمز الى الجموعة الخالية‎ 
:A is a subset of B ترمز الى المجموعة الجزئبة‎ 
P(A) :power set of A( all subset of A) کل املجموعات الجزئبة‎ 
A U B :A union B(all elements in A or B) Ce sas اتحاد‎ Lë 
A a B :A intersect B (all elements in A and B) Ole gaz! تمثل تقاطع‎ 
n 
U X; :union of X45 € ۱ X, (all elements that belong to at least one of AA 3:335 X ) 
i=1 
oo 


U X; :union of XiX, » (all elements that belong to at least one of X,,.X, 45 ) 


n 
8 X; intersection of X5 € f X, (all elements that belong to every one of Dee. ree X, ) 
=1 


oo 


8 X, : intersection of XiX, ....ر‎ (all elements that belong to every one of X,,.X, 535222) 


U S : union of S (all elements that belong to at least one set in S ) 

Ce gaz اتحاد عائلة من‎ 
a S : intersection of S (all elements that belong to every set in S ) 

تقاطع عاتلة من اطلجموعات 


A — B set difference(all elements in A but not in B) تمثل فرق اطلجموعات‎ 


A : complement of A(all elements not in B) تمثل المجموعة المتممة‎ 
(x, y): ordered pair الزوج المرتب‎ 
) X3) n-tuple اطتعدد اطرتب‎ 


AXB :Cartesian product of A and B[pairs(x,y) with x in A and y in B] 


الضرب الكارتيزي لمجموعتين 


{Sa} is entire sequence طتتالية كاملة‎ joy S1, S> e Sn E 
n 
: aj ) sum (or sigma ( notation تسمی رموز الجمع‎ 
i-m 
n 
| | aj (product notation تسمی رموز الضرب‎ 
i=m 
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ar' is geometric sum a + ar + ar? + ...+ ar هثل المجموع الهندسي‎ 
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المقدمة 


بعد الاتكال على الله وفقنا الى تأليف هذا الكتاب باللغة العربية ليكون مناراً مضافاً الى سلسلة الكتب العربية 
القليلة جداً في هذا الجال. ان الرياضيات المتقطعة Sole‏ مقررة ومادة تخصص في ele‏ الحاسوب , لذا فهي مهمة واساسية 
في منهاج طلبة ele‏ الحاسوب في الجامعات. وبعد الخبرة التدريسية الكبيرة في قسم الحاسوب , أخذث بنظر الاعتبار عرض 
مواضيع هذا الكتاب بشيء من التفصيل والوضوح مدعوماً بامثلة توضيحية عديدة وباسلوب علمي متسلسل ومفهوم. 
بالاضافة الى ذلك Eds‏ معنى المصطلح Ue‏ يقابله باللغة الانكليزية للمحافظة على معناه. واشتمل الکتاب Las!‏ على 
قائمة بالرموز ا مستخدمة في جميع فصول هذا الكتاب . 

وتاتي اهمية تاليف هذا الكتاب من ان الرياضيات المتقطعة تدخل بشكل كبير في علم الحاسوب , فهي تدخل في 
تحديد القيمة الحقيقية للعبارات والجمل في علم الحاسوب سواء كانت شرطية ام غيرها وتدخل في علم منطق الحاسوب 
وتنظیمه( المنطق وتصميم الدوائر الالكترونية الرقمية, والتكافؤ المنطقي), وق البرهان والاستقراء الرياضي ونظرية 
المخططات وشجرة امعلومات والمجموعات وعملياتها, طرق العد الاساسية, انظمة العد والجبر البولياني , الخوارزمیات 
والعلاقات والدوال, وتمثيل البیانات, الكميات المحددة وغير المحددة , المعادلات التكرارية واطعادلات الذاتية العكسية 
وغيرها .وبذلك f‏ الرياضيات المتقطعة تزود المؤسسات المتخصصة بالرياضات (Mathematical Foundations)‏ بعدة 
مسا قات لعلم الحاسوب, اهمها تشمل تراكيب البيانات Data Structure)‏ ( والخوارزمیات (Algorithms)‏ ومترجمات 
الحاسوب Compilers)‏ ( وانظمة التشغيل (Operating Systems)‏ . 


اشتمل الكتاب على 8 فصول مدعومة بالامثلة والاشكال التوضيحية , حيث اشتمل الكتاب على اكثر من 200 
مثالاً توضيحياً و 30 جدولاً و 60 شكلاً توضيحياً . 


تناول الفصل الاول الجمل الرمزية والبسيطة LS bly‏ , العبارات الشرطية والتكافؤ النطقي بانواعها وقيمها, والنطق 
وقوانينه, وانواع البرهان وغيرها . 


وتناول الفصل الثاني الاستقراء الرياضي او الاستنتاج الرياضي كواحد من الطرق العامة في البرهان . 

وتناول الفصل الثالث بالتفصيل المجموعات ورموزها وعملياتها , والدوال والعلاقات المختلفة . 

وتناول الفصل الرابع انظمة العد وعلاقاتها مع بعضها . 

وتناول الفصل الخامس الجبر البولياني والدوائر الالكترونية لأختبار الجمل و بناء الدوائر الاكترونية المنطقية. 
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اما الفصل السادس فتناول الخوارزمیات . 
وتناول الفصل السابع نظرية ا مخططات . 
واخيراً الفصل الثامن تناول شجرة المعلومات . 


وقد تم الاعتماد على احدث المصادر في تأليف هذا الكتاب وخاصة المصدر الاول (انظر المصادر في نهاية 
الكتاب) 


واخيراً اقدم كتابي هذا للقارئ العربي وللمكتبة العربية خدمة للانسان العربي وبملاحظاتكم عن مواضيع هذا 
الكتاب سيكون الكتاب القادم باذن الله في طبعة اكثر فائدة 


والله ولي التوفيق لنا ولكم 
المؤلفان 
هجري :ربيع الثاني 1428 ه 
ميلادي حزيران 2007 


عمان -الاردن 
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علم منطق الحاسوب COMPUTER LOGIC‏ 


SET NOTATIONS رموز الجموعة‎ 


العلاقات الرياضية RELATIONS‏ 


FUNCTIONS الدوال‎ 
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الفصل الاول 
الریاضیات التقطعة لعلم الحاسوب 


DISCRETE MATHEMATICS FOR COMPUTER SCIEINCE 


اکتسبت الریاضیات التقطعة شعبية واسعة خلال العقود الأخيرة بسبب تطبیقاتها الواسعة في علوم الحاسوب, حيث 
تشتمل الریاضیات ابلتقطعة لعلم الحاسوب دراسة الفروع التالية: 


1- طرق الریاضیات المتقطعة للتطبیقات في ele‏ الحاسوب (Discrete Mathematical Methods for‏ 


Applications in Computer Science) 

2- الإستنتاج او الاستقراء الرياضي ) (Mathematical Induction‏ وهو مایستخدم من خلال الریاضیات 
eles (Mathematics)‏ الحاسوب (e (Computer Science)‏ السواء , خاصة ان الاستنتاج الرياضي مفيد في 
الریاضیات المتقطعة والذي یعتبر واحدا من بعض الطرق العامة في البرهان Proof)‏ ) وکما سنری ذلك في 
الفصل الثاني. 

Graphs theory نظرية الخططات‎ -3 

4- شجرة العلومات Trees)‏ ( 

( Sets املجموعات(‎ -5 

(Equivalence Relations) العلاقات املتكافئة‎ -6 

(Functions ) الدوال‎ 7 

(Partially Ordered Sets) املجموعات اطرتبة الجزئية‎ -8 

9- الرتبة الاعلی0-ع1ظ 

Big-Omega -10 

(Recursion and Recurrence Equations) العادلات التکرارية واملعادلات العکسية‎ -11 

(Finite and Infinite sums ( الکمیات المحددة وغير املحددة‎ -12 

(Basic Counting Methods ) طرق العد الاساسية‎ -13 


(Probability and Markov Chains ) الاحتمالية وسلسلات مارکوف‎ -14 
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(Linear Algebra and its Application in Computer Science) الحاسوب‎ ele الجبر الخطي وتطبیقاته في‎ -15 


يشتمل علم منطق الحاسوب وتنظیمه على المفاهيم التالية : 
1- آنظمة الرقم الثنائي  (Binary Number Systems)‏ 
Lig -2‏ البیانات (Information Representation)‏ 
3- الجبر البولياني Boolean Algebra)‏ ( 
4- تصمیم الدواثر الرقمية والصمامات ) Gates and Digital Circuit Design‏ ( 
5- تصمیم حاسوب مبسط (Designing a Simple Computer)‏ 


( Software Simulation) محاكاة البرمجیات‎ -6 


ان الریاضیات التقطعة تزود المؤسسات التخصصة بالریاضات (Mathematical Foundations)‏ بعدة مسا قات 

لعلم الحاسوب تشمل تراکیب البیانات (Data Structure)‏ والخوارزمیات (Algorithms)‏ ومترجمات الحاسوب 
(Compilers)‏ ونظرية الاقتة (Automata Theory)‏ ,واللغات التي تستخدم لنمذجة اللغات الطبيعية ولاتصال 
(communicate)‏ الحواسيب بعضها بالبعض الاخر ( (Formal Languages‏ وانظمة التشغیل Operating‏ 
(Systems)‏ . 

اما ele‏ الریاضیات الاعتيادي Mathematics)‏ ) فانه عرف للتعامل مع مجموعة القیم العدودة او اللحدودة ولیست 

. (not Continuous) اطستمرة‎ el 


قبل ان نبین $8 ,8 الجملة (Statement)‏ في علم الحاسوب LY‏ من ذکر تعاریف بعض املصطلحات الهمة في 
الریاضات التقطعة وهي: 


1- الریاضات اطتقطعة (Discrete Mathematic)‏ هي الریاضات التي نستخدمها لتحلیل العملیات المتقطعة 
Discrete Processes)‏ ( . 
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العملية املتقطعة Discrete Process)‏ ): هي العملية التي يتم تنفیذها خطوة بخطوة (step-by-step)‏ 
ومثال علیها حاصل ضرب رقم مؤلف من BIW‏ ارقام برقم اخر مؤلف من رقمین مثلا , فاننا نبدأ بضرب الأحاد 
من الرقم الثاني في الأحاد من الرقم الاول ثم العشرات ,ثم OEL‏ من الرقم الاول ثم نعود في الخطوة الثانية 
لضرب رقم العشرات من الرقم الثاني بكل ارقام العدد الاول بنفس الاسلوب السابق مع ترتیب النتيجة تحت 
مرتبة الثات من الرقم الاول لنبدأ الخطوة الثالثة وهي جمع النتائج بالطريقة الاعتيادية لعملیات جمع 
الارقام. ومثال اخر عن العملية التقطعة هو طريقة Jo‏ املعادلات الرياضية (Solving an Equations)‏ . 
الریاضیات غير التقطعة (Continuous Discrete)‏ : تصور 8,5 متحركة في الهواء فان الریاضیات التي 
تستخدم لتحلیل عملية حركة هذه الكرة من ناحية حساب سرعتها , ارتفاعها , الزمن الذي تستغرقه في 
الحركة لغاية سقوطها .........الخ, تسمی ریاضیات غير متقطعة Jlag‏ علیها ال( (The Calculus‏ 


الخوارزمیات (Algorithms)‏ : هي سلسلة من الاوامر (Instructions)‏ التي Las‏ خطوة بخطوة لتنفیذ 
dos‏ ما ) Process‏ ). ولها الخصائص التالیة: 


ele -5‏ الحاسوب (Computer Science)‏ : ان ele‏ الحاسوب هو doles ele‏ العلومات او العلم الذي یعنی 


بتمثيل ومعالجة البیانات. 
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وهو ايضاً دراسة الحواسيب ودراسة كيف يمكن كتابة برامج الحاسوب ,9 هو الدراسة التعلقة بالاستخدامات 
والتطبيقات للحاسوب وبرمجياته , حيث ان الحاسوب هو المسؤول عن بناء وتصميم البرمجيات لذا فانه يمكن 
القول بان علم الحاسوب يختص بدراسة الخوارزميات ( خواصها التركيبية , المكونات المادية اللازمة لتنفيذها 
التعلقة بتصميم الحاسوب ولغاته واخيرا تطبيقات الخوارزميات وتشمل تصميم الشبكة العنكبوتية , نماذج 
التصاميم وعلم ال معلومات ) network design, ocean modeling, bioinformatics‏ ). 


: العبارة اللغوية الى الاقسام التالية‎ eas 


1- جملة لغوية معلنة (Declarative Sentence)‏ وهي Ë‏ انواع , اما عبارة صحيحة True‏ او عبارة خاطئة False‏ او 
عبارة مبهمة (Ambiguous)‏ . 


(Questions ) اسئلة‎ -2 


3- جملة نداء او تعجب (Exclamations)‏ 


ان العبارة (proposition)‏ تعتبر جملة (statement)‏ عندما تصبح اما صحيحة او خاطئة, حيث هذا 
مفهوم الجملة في علم الحاسوب .وبشکل عام فان ال statement)‏ ) هي جملة معلنة (Declarative Sentence)‏ , 
وعندما تکون كذلك , فانه هکن تصنیفها الى جملة صحيحة True‏ او جملة خاطثة False‏ او مبهمة (Ambiguous)‏ 
OS.‏ ليس الى صحيحة او خاطئة في نفس الوقت او الى جمیعها ( صحيحة , خاطئة , مبهمة ) في نفس الوقت . هذه الصفة 
في تصنيف ال (Statements)‏ جعلها تختلف عما هو للاسئلة والتي يمكن ان تسأل او للاوامرالتي يمكن اعطائها اوللنداء 
بشكل مناداة, لکن الجملة في علم الحاسوب يمكن تصنيفها فقط الى صحيحة او خاطئة لاغير. 


1- بغداد عاصمة العراق. 
2- 2 هو رقم زوجي واقل من 20 . 


3- إذا کان 2 هو عدد زوجی فان )2+2( هو ايضا عدد زوجی . 


4- العدد خمسة مضاف اليه العدد سبعة هو العدد اثنی عشر. 


وهذه كلها جمل Ul digs}‏ الجمل الرياضية او الحسابية فهي مانستخدمه في البرمجة مثل : "اذا كانت ۶ اکبر من 3 , فان y‏ 
تساوي 3 ", اي: 


"If x < 3 then ۷ =3" 


بمعنى انه اذا تحققت الجملة" "3 > X‏ اي آصبحت True‏ فان الجملة الثانية 3 = لإ" " تتحقق وعکس ذلك لن 
تتحقق الجملة الثانية . وهذا يعني ان قيمة × يجب ان تکون معرفة في البرنامج قبل موضع الجملة الشرطية اعلاه فيه , 
والاً لن يتم فحص الشرط. 


1- الأعداد الصحيحة الوجبة فقط والتي تقسم الرقم 7 هي واحد والرقم 7 نفسه . وهذه تمثل جملة صحبحة وبناء! على 
ذلك یدعی الرقم الصحیح n‏ رقما Wei‏ اذا كان 1 < 11 وتکون الاعداد ابلوجبة الصحيحة فقط والتي تقسم 7 
هي 1 و » نفسه . وهنا نستطیع ان نقول الجملة السابقة بطريقة اخری وهي ان الرقم 7 هو عدد dal‏ 

2- لكل عدد صحيح موجب 1 , يوجد عدد أولي أكبر من n‏ . وهذه جملة صحيحة وهکن ان نقولها بشکل اخر : هناك 
عدد غير محدد من الاعداد الاولية . 

3- إن الارض هي الكوكب الوحيد في الكون وعليه الحياة . وهي ما جملة صحيحة او إنها جملة خاطئة حيث لحد الان ۸ 
يعرف أحداً الاجابة على هذه الجملة . 


لتمثيل الجّمل الرمزية فاننا نسخدم حروف اللغة الانكليزية الصغيرة (Small Letters)‏ وعادة ماتكون 
S )‏ 2,©,1,017 ) , ونستخدم حروف انكليزية مختلفة عادة ماتكون ( Z‏ ۱0۲ ۷۷,2 ) لتقوم مقام 
المتغيرات (Variables)‏ التي حولها بنيت الجملة المعنية, فمثلا لو اردنا ان نقول ان الجملة التالية تقوم حول التغیر X‏ 
فاننا نستخدم P(X)‏ وليس م فقط للدلالة على المتغير x‏ , وفي هذه الحالة فاننا P(X) lo‏ كمايلي: 
(p of x)‏ أو (p about x)‏ . وهنا لو قلناان الرمز م تقوم مقام الجملة (22>10) او ان 
p(x)‏ تمثل الجملة (10 > (x‏ فان م و P(X)‏ هما الجمل الرمزية لاحتوائهما على رموز وان x‏ هي المتغير 
(Variable)‏ . 
كما انه احيانا يتم تمثيل الجمل الرمزية بمايلي : متلا ( 1<3 +۰1 ) تعني ان م رمز لتعریف 
الجملة: (3 = 1+ 1) , وهي جملة خاطثة Leb‏ وهکن ان نسمي الجمل 
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الرمزية goo‏ منطقية ) Logical Formula‏ ) ونشير الى (=p)‏ و م بالجمل الرمزية لاحتوائها على رموز 
تقوم مقام الجمل المسماة الجمل الرمزية . 


اما الجمل البسيطة (Simple Statements)‏ فهي تتکون من رمز واحد , وهي اما ان تکون صحبحة True‏ او 
تکون خاطئة False)‏ ( وهي تدل على مفهوم واحد . GU‏ الجمل اطركبة (Compopound Statements)‏ فهي تترکب من 
اكثر من جملة بسيطة , مثلا ( و (Ds‏ ویکون جدول القیم الحقيقية (Truth Table)‏ لها معتمدة على قیم الجملة م 
والجملة q‏ وعلى الاداوات املنطقية ) (Connective Symbols‏ التي تربط بینهما , وهذه الادوات اطنطقبة هي: 


ان الادوات المذكورة odel‏ تستخدم لبناء الجمل المركبة من اکثر من جملة بسيطة , مثلا الجملتین البسیطتین 
التاليتين " السماء تمطر , " انا استخدم مظلة المطر " يمكن ربطهما بجملة واحدة هي " السماء تمطر و انا استخدم مظلة 
ال مطر" وتسمی الجمل الرمزية التي تحوي ادوات Jas JI‏ اطنطقية (Connective Symbols)‏ بالجمل اطرکبة الرمزية BS‏ 
الجملة التالية : 


pa(q@r) 

اما اذا اردنا ان نعبر عن الجملة (۲ DA(G‏ برمز واحد فاننا نكتب : 

. مقام تلك الجملة‎ eso s حيث ان الرمز‎ " let s= p^(qGr)" 
) ۸ ( الجملة م والجملة و 42 بالجملة الرکبة‎ ( Conjunction ( وبناءاً على ماذکرناه فان اقتران‎ 


وعدم اقترانهما ( (Discon junction‏ نعبر dis‏ بالجملة اطركبة V q)‏ م). 


لو كانت لدينا الجُمل التالية : 
p:1+1=3 ,q:A week is 7 days‏ 
فان العبارة (D^q)‏ هي : 


(p ۸۵( : 1 + 1 ع‎ 3 220 2 week is 7 days 
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والعبارة q)‏ ۷ ) هي : 


A (pv q):1+1=3 OR a week is 7 days 


ونود ان GS‏ هنا ان نفي ال AND‏ كما q) à‏ ^ )¬ فانه يعني (0- ۷ مح ) ,وان نفي ال OR‏ 
كما في —(p v q)‏ فانه يعني (AP Aq)‏ , وهذه الحقائق تشکل قوانین دي مورکان كما Glia‏ عليها لاحقاً. 

ولوصف القیم الحقيقية للعبارة (DAG)‏ والعبارة LI (D ۷ q)‏ نستخدم جدول القیم الحقيقية 
Truth Table)‏ ), حيث ان قيم جدول القيم الحقيقية للجملة م هثل قيم الجمل الانفرادية D,‏ ور2 لها 


وهذه القیم تشمل کل الاحتمالات الممكنة لربط القيم الحقيقية للجمل Di Poo Pn‏ في الجدول . ويستخدم 
الحرف ۲ او الرقم واحد )1( à‏ الجدول للدلالة على الجملة الصحيحة True‏ » ویستخدم الحرف ۴ او الصفر )0( IYL‏ 
على الجملة الخاطئة False‏ كما à‏ الجدول )1-1( التالي: 


EM 4 ^^ 2 ۳ 4‏ ام 
TRE 1 1| T‏ 
Dep 0 TÛ F F‏ 
FOE F‏ 0 7 | © 
o] o 0 F| F F‏ 
p q P V q p q p e q‏ 
UM MSS 1 1 1 0‏ 
EP l ۳ ® 1‏ 
i } aa 1‏ | © 
0 0 | 0 0 @ | 0 
(porq) (p exor q)‏ 
جدول )1-1( 
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وهنا الکلمة AND‏ تم تمثيلها بالاداة A‏ والکلمة OR‏ تم تمثيلها ب V‏ ,والعبارة and q)‏ 2 ) تثکتب ب 
q)‏ ^ ) والعبارة (porq)‏ تکتب ب either or not both) si, (DV q)‏ ®( (9 © م). 


ويُلاحظ ایضا من الجداول اعلاه ان قیم العبارة (D AQ)‏ تکون True‏ فقط عندما تکون کل من م و 4 صحيحة 
وعکس ذلك تکون False‏ . اما بالنسبة للعبارة (D ۷ q)‏ فانها اعتبرت صحيحة اذا كان كل من slp‏ 4 او کلاهما 
True‏ وان (D ۷ q)‏ هي Ub‏ فقط bus‏ کل من م و 4 كان خاطثا, لکن العبارة (p exor q)‏ فانها 
تکون صحيحة (T).‏ اذا كان کل من p.‏ او 4 صحیحا لکن ليست عندما کلاهما صحیح. 

اما الجملة "2 > MOL" X‏ فهي تفسر x)‏ ليست اقل من 2 )وهنا سنستخدم الاداة 1— لتقوم مقام not‏ . ولو كانت م 
تقوم مقام  (‏ ليست اقل من 2 ) فان ¬ تقوم مقام الجملة ( ليست الحالة ان "2 > ×" او ) x‏ ليست اقل من 
2). 


اذا كانت )0 < × (p(X):‏ هي جملة بسيطة ,و )10 > × : (q(X)‏ هي جملة بسيطة اخرى فان 
الجملة )10« and. x‏ 0 < ×) هي جملة مركبة , حيث اننا لانستخدم التعبير الرياضي الجبري 
x < 10)‏ > 0) في برمجيات الحاسوب بل انها تكتب and x«10)‏ 0 < *) اي (DAG)‏ لان هذا 
النوع من الجمل فقط يستطيع الحاسوب ان يحدد فيما لو كانت جملة صحيحة او جملة خاطئة . 


A 


وهناك حالات اخری تربط بين الجُمل م او 4 هي ان م تدل ضمنیا على q‏ اي ) (p implies q‏ ویرمز لها ب 
Pp > q)‏ ( وتکون هذه العبارة خاطئة عندما الجملة م صحيحة True)‏ ( والجملة q‏ خاطئة , ونفس الشخ ينطبق 
على جميع العبارات التالية لانها متكافئة (Equivalent Statements)‏ : 


Cif p then q), (p only ifq), (qif p) 


انظر القیم الحقيقية ) truth tables‏ ) في الجدول )2-1( التالي: 
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p q p| ج‎ q p q p| => q 
T T 3r T T T 
T F F T F F 
F T T F T T 
F F T F F T 
If p then q (p implies q) 
(2-1) جدول‎ 


اما اذا كان الرمز <> الذي يعني " اذا وفقط اذا " if and only if"‏ " (يعني وجود شرطین ) يربط بين 
جملتين فان قيمتة ستکون صحيحة True‏ فقط عندما p‏ و 4 اما کلاهما True‏ او کلاهما False‏ كما في الجدول (1- 
3( ادناه: 


P q P e g 
1 ll 1 
1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 
if and only if 
(3-1) جدول‎ 


اخيراً بقي لدینا نفي الجملة م وهو not p‏ ویرمز لذلك ب D‏ او (—D)‏ وجدول القیم "Truth table"‏ 


ALS (4-1) Jose لها‎ 


P p^ 
1 0 
0 1 
( 4-1) جدول‎ 
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.x <1 a Cpa pat D:X21 فمثلا لو كانت‎ 


ونلاحظ من الجداول التي اشرنا اليها سابقاً ان عدد القیم فيه تساوي احتمالیات الجمل المكونّة له اي 
عندما تکون لدینا جملتين في الجدول كما هو الحال في (PAG)‏ و في (p ۷ q)‏ فان القیم تکون اربعة 
فقط )27 = (probability‏ لان کل جملة لها قیمتان True‏ وقیمتان False‏ یقابلها نفس العدد من القیم 
للجملة الثانية وبالتالي تکون نتيجة الجمل المركبة (PAG)‏ و (p V q)‏ اربعة قیم ایضا . وعندما تکون لدینا جملة 
واحدة LS‏ في (AP)‏ فانه لدینا قيمتان فقط اما True‏ او False‏ لاغيرذلك . لاحظ الجداول المذكورة اعلاه.وسنرى عندما 


يحوي الجدول ثلاثة جمل فان عدد القیم فيه سیکون ثمانية لكل جملة على انفراد ولحاصل نوع login by II‏ كما هو في 
الجدول (5-1) اناه . 


leo} ا | ند‎ ea] alas 
زیر | ید‎ Al a] عا ت | 3 | ی‎ 
"mi ب | و إت | جر | یه تراب | دص‎ 


جدول (5-1) 


More about Determining the truth of symbolic statements اخری‎ à yo تحدید جداول القیم لجمل‎ 7-1 


عرفنا ان جداول القیم الحقيقية (Truth Tables)‏ هي الجداول التي تبين UJ‏ كيف نحدد صواب وخطاً 
العبارات اطرکبة باستخدام dol‏ ربط واحدة مستعینین بقیم الصواب والخطاً للعبارات المثلة رمزياً في الجدول . وتکون 
هذه الجداول مکونة من Bas‏ صفوف rows‏ , هثل الصف الاول وهو الصف رقم صفر (zero row)‏ رموز العبارات التي 
تكوّن الجدول , اما الصفوف الاخری فتمثل القیم الصحيحة والخاطئة للعبارات الرمزية وتکون مرتبة ترتيباً ابجدیاً عكسياً 
(Reverse alphabetical order)‏ اي نمثل العبارات Vol‏ بالقيمة T‏ ومن ثم doth‏ ۴ وسمیت ترتیب عكسي TOY‏ قبل ۴ 
بالترتیب الابجدي .انظر الجدول )6-1( ادناه: 
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P q p eG q top row is 

zero TOW 

1 1 0 ۳ 

1 0 1 Td 

0 1 1 3rd 

^4 0 0 0 
جدول )6-1( 


ومن الجدول )6-1( |ذا كانت p‏ و » کلاهما ۴ أو T‏ فان جملة DOQ‏ هو أو نعبّر عنها ب (0). 


من السهل سابقا تحدید صواب الجملة أو خطاها , نعني ‏ , و , DAG‏ و 0 ۷ . لکن في الجمل اطرکبة الأخرى 
(DV 0( ^ ¬) ^q). ¬ ۷ q Jis‏ فمن الصعب تحدید WS‏ من خطوة واحدة و لذلك نستخدم الطريقة 
التالية وبثلائة خطوات , تبدأ الخطوة الاولی من الیسار الاعلی انظر الجدول (7-1):- 


p q = P ^v |a P q = P |v |a 
TT T T 101 F T T 
E T F 7 F T F 
PET F T p| T T F T 
E F F F a| g T F F 
il 1 2 1 1 


T T F T T T 
T F F T F F 
F 1 1 F T T 
F F T F T F 
2 1 3 1 

جدول )7-1( 
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بين ان العبارة ( © © Cp‏ والعبارة q)‏ ^ م )¬ ۸ (D v q)‏ بالامکان ان replaced) Jas‏ ( احداهما الاخری . 

قبل البدء بحل هذا المثال LY‏ من توضیح مايلي: 

( ان لغة الحاسوب لاتستطيع تمييز الاداة المنطقية © . لذا من المفيد التعبير عنها وعن العبارات‎ -Sysl 
. و۸‎ V, and ¬ )مثا بدلالة ادوات الربط المنطقية‎ pq و‎ peq 


ISU, G6‏ جداول القيم (Truth Tables)‏ والجواب هو بسبب بعض الغايات العامة للغات الحاسوب وبسبب بعض لغات 
pq‏ فانه يجب ترجمة العبارة: 


(pvq)^-—p^q) والتي هي‎ “p orq , but not both “ 


الى صيخ من ¬ (and , or, and not) A, V, ANd‏ . والفكرة اللألوفة هي ابدال الكلمة but‏ بالاداة AND‏ . ان 
هذا يعطينا العبارة or q and not both p ^ gq"‏ م". وبدلالة الرموز هذا يعطينا العبارة التالبة : 
(pv (۸۲۵ ۸(‏ 


جدول (8-1) 
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ومن الجدول )8-1( à‏ هذا ا مثال, (PV q)AA(PAQ) oleo‏ و DO‏ لهما نفس النتيجة . اذن هکن 
استبدال احدهما بالاخر .ونعبرعنها ب POG S (PVG) ۸۷۲ ^q)‏ . ان الرمز »€ يشير الى عملية 
التکافق بين العبارتین الذي پربط login‏ وهو ليست اداة منطقية ويقرأ بانه مکافن الى ولیس مساوياً "is equivalent‏ 


. to not equals " 


A 
(logically equivalent فيقال عنها انهما جملتان متكافئتان منطقياً‎ False او‎ True اذا كانت م و 4 لهما نفس القيم‎ 
بالجدول )9-1( التالي:‎ logis ويعبر‎ statements) 


p q qp 
1 1 1 
1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 
(9-1) جدول‎ 


à‏ العبارة (AP) ۷ q‏ استخدمنا الاقواس حول الحد (AM)‏ وذلك من اجل الوضوح وعدم الالتباس مثلما 
نستخدم ذلك في الریاضیات عندما نکتب 4 + (1-) . وطبقا لقاعدة الاسبقية فان الجملة (AP) V q‏ تفسر Llo‏ 
às. —(r v q) cs (AI) v q-‏ الجملة الرمزية Vr‏ (۸ )¬ فان (DAG)‏ اول جملة كاملة الى 
مین الاداة ¬ لذا فان الجملة الرمزية AQ) ۷ ١‏ 2)- تفسرحسب قاعدة الاسبقية كمايلي: 
[2(p ^ q)] v r‏ وهنا تاخذ الاداة ¬ الاسبقية على كل الادوات الاخری . 


افرض ان gr‏ ,م تقوم مقام الجمل اللخوية التالية: 
1- محمد في المدرسة 


2- احمد 3 امتجر 
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3- علي يرد على الهاتف 
على التوالي , اعد كتابة الجمل الرمزية ادناه حسب قواعد اللغة الانكليزية (تكتب لغوياً) . 
1- لوحا مم 
rv (pAq) 2‏ 
(=p) ^ (¬) 3‏ 


1- محمد في اطدرسة واحمد ليس في التجر 
Mohammed is at school and Ahmed is not at the store.‏ 
2- علي يرد على الهاتف او Go SS‏ محمد في المدرسة واحمد في التجر 


Ali is on the phone or both_Ali is at school and Ahmed is at store. 


Note how the word both acts like parentheses. 
.) ( تعمل مثل عمل الاقواس‎ both لاحظ ان کلمة‎ 
محمد لیس في المدرسة و احمد لیس في المتجر‎ -3 
Mohammed is not at school and Ahmed is not at the store 
) او هکن کتابتها ( لامحمد في الدرسة ولا آحمد في التجر‎ 
neither is Mohammed at school nor is Ahmed at the store 
A 
SS ices 
: و 4 هي عبارات بسيطة فان العبارة اطركبة التالية‎ p اذا كانت‎ 


"اذا م ثم [if pthenq] " q‏ هي عبارة شرطية ونعبر عنها ب Pq‏ .ان العبارة p‏ تدعی الفرضية hypothesis‏ 
(or antecedent)‏ التي يتم اثباتها علمیاً , والعبارة © تدعی .conclusion( or consequent ) dowd)‏ 
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asl‏ صياغة الجمل التالية حسب الصيغة الشرطية [if p then q]‏ للعبارات الشرطية التالية: 
1- امنة ستکون Alb‏ جيدة اذا هي درست بشدة 
Amna will be a good student if she studies hard‏ 
الفرضية هنا هي العبارة التي تلي if‏ . اذن الصيغة المكافئة للصيغة الشرطية 
[if p then q]‏ هي: 

If Amna studies hard, then she will be a good student 

2- احمد رما ياخذ ریاضیات التفاضل والتکامل فقط اذا هو طالب في السنة الثانية من AUS‏ 
Ahmed may take calculus only if he has sophomore‏ 
وهنا فقط if dle‏ هي النتيجة وهذا يعني ان if p theng]‏ [ هي نفسها 
only if q [‏ م ] وستکون الصيغة المتكافئة هي : 
(If Ahmed takes calculus, then he has sophomore.)‏ 


(conclusion) تؤكد النتيجة‎ ] p only if q] الصيغة‎ iv hypothesis تؤكد الفرضية‎ [if p then 4 [ ان الصيغة‎ 


3- عندما تغني , اذنيي when you sing , my ears hurt). eis‏ ( 
ان كلمة when‏ هنا تعني نفس معنی if‏ . اذن ستکون الصيغة المكافئة هي: 


if you sing ,then my ears hurt. A 


جدول(10-1) Truth Table‏ هثل الفیم الحقيقية للعبارة q‏ ج Pp‏ (و (p implies‏ , والعبارات الشرطية 


انفة الذکر كمايلي: 
P q P| > q P q P| => q‏ 
1 1 1 1 1 1 
F F T F F‏ 1 
F T T F T T‏ 
F F T F F T‏ 
If p then q (p implies q)‏ 


جدول )10-1( 
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وبشکل عام عندما تکون الفرضية م صحيحة True‏ فان العبارة Q‏ ج D‏ صحيحة اذا كانت العبارة q‏ 
صحبحة , وتعتبر ©  -<‏ خاطنة اذا م خاطئة False‏ اما اذا كانت الفرضية p‏ خاطئة False‏ فان النقطة الواضحة 
بديهياً فقط هي ان القيمة الحقيقية Truth value‏ للعبارة الشرطية  -< q‏ يجب ان لانتوقف على القيمة الحقيقية 
للنتيجة e Jo. ( conclusion's truth value)‏ من ذلك فان العبارة الشرطية مثل اي عبارة اخرى يجب ان يكون لها قيمة 
حقيقية (Truth value)‏ حتى لو كانت الفرضية خاطثة . ان التعريف المعياري ( القياسي ) يبين ان العبارة q‏ ج P‏ 
تكون True‏ اذا p‏ هي خاطئة . 


وبذلك فان D + q‏ هي عبارة خاطئة فقط عندما p‏ هي true‏ . 


IM -1‏ 2 <× هي تدل ضمناعلی 1<× اي ان "1 < × “x>2 implies‏ 


اذا كانت م تمثل الجملة X72‏ و gq‏ تمثل الجملة 1< X‏ وکانت كل من م و 4 جملتان حول المتغيرات فان 
ا مجموعة الحقيقية ل 2 < X‏ هي مجموعة جزثية للمجموعة الحقيقية ل 1 < X‏ . لذا فان الجملة  X22‏ 
تدل ضمنا على الجملة 1< × ونعیر عنها ب 1< »× جد ™K>2‏ 


A x>2=(3,4,5,6....} و‎ x>1={2,3,4,5..3 
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نری في هذا JUI‏ ان العبارة م هي عبارة خاطنة False‏ وان العبارة 4 عبارة صحيحة True‏ لذا ستکون العبارة 
D >q‏ هي عبارة صحيحة True‏ لکن العبارة q -< D‏ ستکون خاطئة . انظر الجدول "truth table"‏ )2-1( . 


افرض ان p‏ صحيحة True‏ , ه خاطنة False‏ و r‏ صحيحة True‏ . اوجد القيمة الحقبقية Truth value‏ لكل 
ممايأق: 


(p^q)or: 


(pvq)or2 
P^ (q 3 r) 3 


p > )q > r) 4 


سنبدل کل رمز qp‏ و ۲ بقيمتها الحقيقية (Truth value)‏ للحصول على القيمة الحقيقية لكل عبارة في هذا JUI‏ 
وكمايلي: 


(TAF)OT-F T -true -1 


(Tv F) >T =T >F = false 
TA(F — T)ZT ^T =true-3 
A T جه‎ (FoT)-T 9T «true 4 
الفرضية والنتيجة في العبارة الشرطية‎ , ) ordinary language) في اللغة الاعتيادية‎ 

a conditional proposition)‏ ) هما مرتبطتان اعتیادیا ON‏ في منطق الحاسوب لایتطلب منهن ان يشيرا الى نفس 
الموضوع . على سبیل المثال في منطق الحاسوب نسمح بالعبارة التالية : 

اذا خمسة اقل من BB‏ , فان الحرب العالية الاولى وقعت عام 1914 . 

If 5«3 , then the 1" world war was happened in 1914. 

ان املنطق gles‏ بصيغة العبارات وبعلاقة العبارات لبعضها الاخر ولیس بشأن الوضوع نفسه. في الحقيقة بما ان الفرضية 
3 هي خاطئة فان العبارة " اذا خمسة اقل من ثلاثة , , فان الحرب العابلية الاولی وقعت عام 1914 " صحيحة 
Lev.‏ ان عبارة شرطية صحيحة تختلف من عبارة شرطية نتیجتها True dousuo(Conclusion)‏ . 


ان المثال 9-1 الجزء الثاني اعلاه Sy‏ ان العبارة Pq‏ تکون صحيحة بینما العبارة ‏ — Q‏ هي خاطئة . وهنا 
ندعو العبارة q -< P‏ بانها معکوس (converse)‏ العبارة leg.  -< q‏ اساس ذلك ان عبارة شرطية ممکن ان 
تکون صحيحة True‏ بینما نقیضها هو عبارة خاطئة . A‏ 
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اکتب کل عبارة شرطية doles‏ بشکل رموز .و اکتب نقیض US‏ منها بشکل رموز وبشکل کلمات . ثم اوجد القيمة الحقيقية 
(Truth value)‏ لكل عبارة شرطية ولکل معکوسها. 


if 1<2, then 3<6 4 
if 1>2, then 3<6 -2 


1 -فیما یخص العبارة الاولى : نفرض ان .6 > 0:3 ,2 > 2:1 وهاتان العبارتان هکن تمثيلهما بشکل رموز 
ب ^ p‏ روهاان مو و کل منهما هو True‏ فان العبارة 4 — D‏ هي صحيحة . اما معکوس تلك العبارة 
فیمکن کتابته بشکل رموز ب q — D‏ واما بدلالة الکلمات فستکون : 2 > 1 sp olles. if 3 > 6, then‏ 
و کلاهما صحيحة فان بلعکوس ‏ < Q‏ هو صحیح ايضا . 


2- فيما یخص العبارة الثانية : نفرض ان .6 > 0:3 ,2 < 27:1 , وهاتان العبارتان هکن تمثيلهما بشکل رموز 
ب <- 2 p dks,‏ هي False thle‏ و و هي صحبحة True‏ فان العبارة D — q‏ هي صحيحة . اما 
Seo‏ وس تلك العبارة فيمكن كتابته بشكل رموز ب  -< D‏ واما بدلالة Gly IS!‏ فستکون : 
olles. if 3 6, then 1<2‏ م هي خاطئة False‏ و q‏ هي صحيحة True‏ فان المعكوس 
م ج ¶ هوخاطئن. A‏ 


p if and only if q 
مثل هذه الجملة تعتبر صحيحة بدقة عندما یکون لكل من م و 4 نفس القیم الحقيقية‎ 
.) false او کلاهما‎ True کلاهما‎ JUL على سبیل‎ ( "the same truth values" 


اذا كانت م و 4 هي عبارات بسيطة فان العبارة المركبة التالية : 


۳ اذا و فقط اذا pifand only if q] " q‏ ] هي عبارة شرطية باتجاهین (biconditional proposition)‏ ونعبر 
aks‏ و +> و . 
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ان القيمة الحقيقية للعبارة الشرطية D >< Q‏ تعرف بجدول القیم Truth Table‏ )11-1( کمایلی: : 


P q P| > q 
T T T 
T F F 
F T F 
F F T 
(11-1) جدول‎ 


وباسلوپ بدیل هکننا ان نکتب العبارة [ و ifand only if‏ م [ هايلي: 


"piffa تکتب احيانا ب‎ ] pifand only if q] كما ان العبارة‎ ." q ل‎ d$ ضرورية وشرط‎ p" 


d‏ ا ا اا 
العبارة التالية :" 8 > 2 if and only if‏ 5 > 1" بالامكان كتابتها بشكل رموز (symbolically)‏ ب 

1 <> ۲ 
ولو عرقنا م و 4 بالشكل التالي: 
p:1«5, q:2«8‏ فان العبارة DO‏ صحيحة True‏ لأن م و q‏ كلاهما True‏ . وبطريقة بديلة مكننا 
if and only if 2 > 8 "su aus‏ 5 > 1" بالجملة " الشرط الضروري والكافي ل 5 > 1 هو 


2<8. 
في بعض الحالات عبارتان مرکبتان مختلفتان یکون لهما نفس القیم الحقيقية (Truth values)‏ . مثل هذه العبارات يطلق 
ule‏ متكافئة منطقیا A logically equivalent)‏ 
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افرض ان العبارتان المركبتان 5 و © متكونان من العبارات D,‏ ...و Pp‏ فائنا فقول في هذه الحالة ان هما 
متكافئتان منطقيا (logically equivalent)‏ ونكتب العلاقة بينهما كمايلي: 

P=Q 
انه اما ظ و © كلاهما صحيحا او‎ Dy .و‎ ٥ و تحقيق تلك العلاقة يعني ان اعطاء اية قيم حقيقية د‎ 


اما 5 و © LaS‏ خاطتا. 


استخدم جدول القيم "truth table"‏ لأثبات ان ج> p‏ و P)‏ ج ۸( > p‏ ( هما متكافئتان: 


ان الجملتين اعلاه يمكن كتابتهما بشكل متكافئ كما يلي: 
p)‏ ۸( ) ه و ی و 


ولأثبات ذلك فاننا نجد جدول القیم ل D >< q‏ ونجد ايضأ جدول eil‏ ل (p > q)^(q > P)‏ ونقارن 
بين نتائجهما النهائية: 


1- جدول ell‏ ل P)‏ > )۸( <- ۲ ) هو جدول (12-1) کالاتي: 


P > al ^ (q p) 
| T iT iv BEEN T | T | T | 
T F F F F T T 
F T T F T F F 
F T F T F T F 
(12-1) جدول‎ 


2- اما جدول القیم D <> q J‏ فهو جدول )13-1( كالاق: 


P | ٩ | > 

T| T T 

T| F F 

8 | T F 

F| F T 
(13-1) جدول‎ 


ومن الجدول )12-1( نری ان النتيجة النهائية هي نفسها في الجدولن (T, BET)‏ لله 


ملاحظة: هناك فرق بين الجملة الشرطية conditional statement"‏ " والاوامر الشرطية Conditional instructions"‏ " . 
48( لغات البرمجة programming languages"‏ " ان الکلمات " "IF and THEN‏ هی کلمات محجوزة للاوامر 
الشرطية التی تاخذ الصيغة التالية: 


IE statement | THEN instruction sequence 


فاذا كانت الجملة صحيحة ام خاطنة (حسب تحدیدنا لها ) فان الحاسوب يقوم بتنفیذ التعلیمات التعلقة بذلك . 
والحاسوب ینفذ سلسلة الاوامر فقط واذا فقط if and only if”‏ " الجملة صحيحة .لذلك فالامر الشرطي لایفسر- بنفس 
طريقة تفسیر الجملة الشرطية . 


ان التعبیر if and only if”‏ " يعني استخدام الشرط مرتين The biconditional"‏ " فمثلا لو WB‏ : 
"اذا النقود کثبرة فان الفائدة قليلة , واذا الفائدة قلبلة فان النقود كثيرة " ونعبر عنها باللغة الانكليزية ب 


. “If money is plentiful ,then interest rates are low, and if interest rates are low ,then money is plentiful” 


ار ڪڪ 


ولهذا السبب فان جملة p) Jis‏ ج (p > q) ^(q‏ يقال ue‏ ثنائية الشرط biconditional"‏ " وعادة نرمز لها 
ب ج04 . لذا بواسطة التعریف ان الجملة © DO‏ تکافی الجملة p)‏ ج Q)^(q‏ ج (p‏ ونکتبهما 
بالصيغة التالية p):‏ )۸( ج م) ج و ج> و 

ومن جدول )13-1( القیم ل 4 <> D‏ اعلاه نری ان dod‏ الجملة ثنائية الشرط D >< q‏ هي صحيحة true‏ فقط 
عندما کل من م و و اما صحیحا واما Lb‏ وماعدا ذلك تکون خاطئة. WY‏ من المفيد جدا التعببر عن q‏ ج> P‏ 


.۸, V, and ¬ بدلالة الرموز‎ 


اعد كتابة الجملة الرمزية التالية کجملة مكافئة بدون استخدام السهم 


(rat)‏ 5۷ )9 ۲ب 


الحل: ان الجملة المعطاة لها الصيغة Cif p then q) D> q‏ وبهذه الحالة تکون p‏ مثل —l‏ ,و q‏ تمثل 
SV (T^t)‏ . اذن لكتابة الجملة المعطاة بدون سهم فانه يجب ان نكتب ‏ — D‏ بدون سهم . في هذه 
الحالة ناخذ بدیلها وهو OY MP V Q‏ الجملتین متكافئتين : 


6 7 جه ن > ۲ 


في هذه الحالة نعوض م في الجملة V q‏ - ب ¬١‏ ونعوض و فیها ب أ S V (TA‏ وهذا بعطینا الجملة 
التالیة: 


A (—onv(sv (rat) 


في هذا المثال سنتحقق من القانون الاول لقوانین (De Morgan;s Laws)‏ 


بواسطة كتابة جداول القيم الحقيقية للعبارات التالية : 


و 7 م = 2 و ¶ Q = p^‏ فانه بالامكان التحقق بان اعطاء اية قيم حقيقية لم و 4 فانه اما و © 
كلاهما صحيحة او كلاهما حاطئة . انظر الجدول(14-1) ادناه: 


p 9۱ —— E. fe 
pvq PAW 

T T F F 

T F F F 

F T F F 

F F T JE 
(14-1) Jgue 


وبذلك فان P‏ و © متكافئين منطقياً. 


بين ان نفي العبارة D — Q‏ هو مكافئ منطقياً الى العبارة DA‏ وهي نفسها ¶¬ ۸ ط 
لحل هذا JULI‏ يجب علینا ان نثبت العلاقة التالية : 


~(p>q4)©p^q s poqsp^q 


وبكتابة جدول القیم الحقیقیة(15-1) للعبارات التالية : 


po q‏ = 2 و و Q = pA‏ فانه بالامكان التحقق بان اعطاء اية قيم حقيقية pJ‏ و و li‏ اما ۲ و 
© کلاهما صحيحة او کلاهما حاطئة . انظر الجدول )15-1( التالي: 


p q| ——— E 
pq PAW 

T T F F 

T F T T 

F T F F 

F F F F 
جدول(15-1)‎ 

وبذلك فان P‏ و © متكافئين منطقياً. A‏ 


برهن ان العبارة © <> D‏ هي مكافئة منطقیا الى (pq and q> P)‏ 


الحل: ان جدول القيم (16-1) ادناه يبين ان : 


A peqzs(pq)^(q p) 
p 9 | ۲۶ | ۲ | 5۳ (p—q)^(q- p) 
1 1 a T 1 at 
T F F F T F 
F T F T F F 
F F T T T T 

جدول )15-1( 


وبناءاً على ماذکرناه سابقاً , فان المقارنة بين جدول القيم )2-1( للعبارات الشرطية او العبارات التي تشتمل ضمناً على 
عبارة اخرى implication)‏ ), وجدول القيم للمکافتات (equivalence)‏ )16-1( يتبن انه اذا P © q‏ هي صحيحة 
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True کلاهما صحيحة‎ G — D او‎ DQ )ومن ثم فان‎ ۴ or T = ¶ = p هذا يعني ان‎ ) True 
(لاحظ‎ Lay! هي صحيحة‎ D ج>‎ q کلاهما صحيحة فان‎ 0 — D او‎ D — Q فانه اذا‎ (conversely) .وبعكسه‎ 
والرمز ج للجمل‎ "for implies" اننا من الحتمل ان نلاحظ التشابه بين الرمز ج للدلالة ضمنا‎ . (18-1 JULI 
م" بالاضافة‎ implies q" ك‎ D ج‎ q 1,53 فانه من الطبيعي ان‎ . "if only, if then" ) الشرطية ( فقط اذا ,9 اذا ثم‎ 
"p only if q" الى قرائتها‎ 
سنری لاحقا انه صيغة‎ Cus للعبارات الشرطية‎ (Contra positive ) نحن نختم هذا الجزء بتعریف معکوس النفي‎ 
مكافئة منطقیا وصيغة بديلة للعبارة الشرطية كما سنری في التعریف الاتي:.‎ 


ان معکوس النفي ( (Contra positive‏ للعبارة الشرطية q‏ ج D‏ هو العبارة G > P‏ ویرمز لها بشکل اخر هو 


( 7¬ > وج ) . لاحظ الفرق بين معکوس النفي وامعكوس لعبارة ما . ان معکوس الجملة db pid!‏ هو عکس الادوار 
للعبارة م و العبارة و. اي اصبحت D> Q‏ بالصيغة ا معكوسة Q -< Do‏ لکن معکوس النفي هو عکس ادوار 


العبارة م و العبارة q‏ اولاً ثم نفي US‏ منهما واصبحت بالصيغة ( 7¬ — 0 ) او بالصيغة (qp‏ 


(the converse) ss sl اكتب‎ . ( Symbolically) رمزياً‎ if 1 > 4, then 5>8: العبارة التالية‎ cost 
لكل عبارة.‎ Truth value وبالکلمات ثم اوجد القيمة الحقيقية‎ ¿bzo (The contra positive) ومعکوس النفي‎ 


اذا عرفنا : 8 < 0:5 ,4 >1: p‏ فان العبارة المعطاة " 8 < 5 then‏ ,4 > 1 1" تکتب رمزياً ب: 
pq‏ 
وتکتب بشکل معکوس (converse)‏ ب 
qp‏ 
وتکتب بشکل کلمات ب 
if 5>8, then 1<4‏ 
وتکتب بشکل نفي العکوس ب 


وتکتب بشکل کلمات ب 


If 5 is not greater than 8, then 1 is not less than 4. 


ونرى مما Mel SS‏ ان العبارة q‏ ج D‏ هي عبارة خاطئة , وان العبارة p‏ <- 4 هي عبارة صحيحة , واخيرا فان 


4 . هي عبارة خاطئة‎ q p 


ان العبارة الشرطية Pp >q‏ ونفي معکوسها ( p (its contra positive‏ جه q‏ هما متکافتان Laie‏ كما هو 
واضح في الجدول(17-1) التالي: 


p qa P>q E S 
qp 
EET T T 
T F F F 
Fj T T T 
F F T T 


جدول )17-1( 


ملاحظة: برهن الجدول اعلاه اي اثبت ان ¶ ج م و P‏ > 4 هم متکافنان Lähis‏ مستخدماً جدول القیم 
(Truth value)‏ . 


من جانب اخر ان Labs‏ جداول ٩ ۰,٩ * P , 8 - 4 1, sop ale al‏ والعبارة 
لاس >— (contraconverse ) ap‏ نجد ان العبارة الشرطية pr‏ ونفي معکوسها contrapositive)‏ ) 


م q>‏ هما عبارتان متکافتتان ونجد ان العکوس q> pP (converse)‏ ومنفي معکوسه (contraconverse)‏ 


2 للعبارة الشيطية هما مكافئان لبعضهما الاخر لكنهما ليس مكافئان للعبارة الشيطية الاصلية 
ey P > d‏ الجدول )18-1( التالي: 
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Conditional contrapositive converse ۰ 6۵ 


P q pq =q > مد‎ qp =P > 0 

T T T T T T 

T F F F T T 

F T T T F F 

F F T aly T T 
(18-1) جدول‎ 


تشتمل املتکافتات على مايلي: 


۲ ۷۲ > (p^q)v(p^r)Aa 


وهذا قانون التوزیع للاداة المنطقية (A) AND‏ على الاداة ا منطقية OR‏ ) ۷ ).ان هذا شبيه ما نستخدمه Sab Jb‏ 
عندما نكتب: 


۲.) + r)7 p.q + p.r 


pyaar) (pvq)^(pvr)- 
(A) AND ).على الاداة المنطقية‎ V ) OR وهذا قانون التوزیع للاداة المنطقية‎ 


pv(qvr)&»(pvq)yvr 4 
(V JOR للاداة النطقية‎ Jas JI وهذا قانون‎ 


PAGANS pagar 2 
(A) AND للاداة المنطقية‎ Jas JI وهذا قانون‎ 
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1- ان العملية الرياضية التالية صحيحية لكل قیم :yg X‏ 


x+y=y+x for all x and y values 


اي تبدیل موقع × ب y‏ او العکس لايؤثر على النتيجة .اي ان عملية الجمع هي عملية تبادل commutative"‏ 
operation‏ لكن عملية الطرح ليست کذلك OY‏ : 


because 4 - 2 € 2 - 4. 


وعلی اساس ذلك فان الادوات المنطقية © ,۷ و۸ هي عملية تبادل . على سبیل المثال : 


P^Qq-q^p 


2 اذا كانت 4 تمثل اداة منطقية ما, فان الاداة هذه تکون ترابطية "associative"‏ اذا كانت الجملتیتن التاليتين : 
(xAy )Az -2 XA( yAz ) -1‏ 


متکافتین منطقیاً لكل قیم × ,ر z‏ . وعلی هذا الاساس تکون الادوات النطقية ( © V, €», and‏ ,۸ )هي 
ترابطية . على سبیل الثال : 
7م ) ® XA^A(yY^Z)‏ 
Loy‏ الاداة (A) AND lait‏ وقارنها بالرمز A‏ اعلاه. 
3-عملية الضرب هي عملية توزیع لعملية الجمع LS‏ في JEL!‏ التالي: 
7 + .۷ ح (2 + 2.0 
لکن عملية الجمع ليست عملية توزیع على عملية الضرب لأن : 
(x+ y).(x+ 2)‏ عد( .نم + x‏ 
لكل ed‏ × ,ر . 
لذا اذا كانت A‏ تمثل اداة منطقية ما بين معاملين "two operands"‏ , فانه يقال عنها انها اداة توزیع اذا تحقق مايلي: 
pA(qor) > (p4q (٠) pAr)‏ 
وباستخدام هذا الاثبات وجدول القيم الحقيقية truth table"‏ "نستطیع ان نبين ان الادوات V,‏ ,۸ تتوزع على 
بعضها الاخر bin.‏ الادوات ج A, V, Gnd‏ تتوزع على نفسها. 
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ان النطق الذي استخدم مع العبارات فیما سبق غير قادر على وصف اغلب الجمل (Statements)‏ في 
الریاضیات وعلم الحاسوب. اعتبر على سبیل JULI‏ الجملة التالية : 


p: n is an odd integer 


وکما قلنا ان العبارة (proposition)‏ هي جملة (statement)‏ و تکون اما صحبحة او خاطئة. فان الجملة الذکورة هي 
ليست عبارة بسبب ان قيمة م غير محددة بانها صحيحة او خاطنة OY‏ ذلك یعتمد على قيمة n‏ . على سبیل المثال ان 
م هى True‏ عندما قيمة 7 هي 103 (فردي ) وتکون جملة خاطئة اذا كانت n‏ هي 8 (زوجي). Leg‏ ان معظم 
الحفل في الرياضيات وعلم الحاسوب يستخدمون التغیرات (variables)‏ , اذن يجب علينا ان نوسع نظام المنطق ليشمل 
تلك الانواع من الجمل. 


افرض ان P(X)‏ هي جملة تشتمل على المتغير x‏ وان D‏ هي مجموعة Lal. Set‏ نسمي P‏ دالة ضمنية 
Propositional function "‏ " فیما یتعلق ب D‏ اذا كانت لكل قيمة ل x‏ في D‏ ,ان P(X)‏ تصبح عبارة (proposition)‏ 
D ol.‏ تدعی هنا بالمجال Domain)‏ ) ل P‏ .ولتوضیح ذلك نأخذ المثال التالي: 


افرض ان P(N)‏ الجملة التالية : 

n is an odd integer. 
حیث لكل‎ D هي دالة ضمنية مجال‎ P ثم‎ . (positive integers) هي مجموعة الاعداد الصحيحة امموجبة‎ D وافرض ان‎ 
(False او‎ True هي اما‎ P(N) ,ان‎ D في‎ n هي عبارة ( علي سبیل المثال لكل قيمة ل‎ P(N) ط ان‎ gn J قيمة‎ 
: نحصل على العبارة‎ N =| فمثلا اذا كانت‎ 

1 is an odd integer. 
: نحصل على العبارة‎ M=2 التي هي صحيحة . لکن اذا كانت‎ 

2 is an odd integer. 
. وهي خاطئة‎ 


ان الدالة D‏ بنفسها لا هي صحيحة ولا خاطئة . ومع ذلك فان لكل قيمة ل × ضمن مجالها ان P(X)‏ هي عبارة اي 
اما صحيحة او خاطئة . 


ونستنتج من ذلك ان الدالة الضمنية " "Propositional function‏ هي کتعریف لعدة عبارات class of propositions)‏ ( 


حيث تکون عبارة واحدة لكل paie‏ من عناصر مجالها .على سبیل JEL‏ لو كانت P‏ هي دالة ضمنية بمجال مساوي الى 
مجموعة الاعداد الصحيحة الموجبة فاننا نحصل على العبارات : 


P(1), P(2).......... 
A . False او‎ True هو اما‎ P(1), P(2) من‎ Ss 


"Propositional function : ان مايأ هثل دوال ضمنية‎ de 


Aie gll ومجال الدالة هو مجموعة الاعداد الصحيحة‎ "n? +2n is an odd integers" -1 


وهنا لكل عدد صحیح موجب n‏ نحصل على عبارة ( اي جملة لها dad‏ صحيحة او خاطئة ) , فمثلا لو N=]‏ نحصل 
على an odd integer.‏ و 3 وهي صحبحة ولو كانت daw N=2‏ على : 


1 


-1 هي دالة ضمنية حسب التعريف‎ " n^ «2n is an odd integers" وهي خاطئة وهكذا.اذن‎ 8 isan odd integer 


8 الانف الذکر . 
x-x-6=0" -2‏ " ومجال الدالة هو مجموعة الاعداد الحقيقية real numbers‏ . 


وبشکل مشابه للفقرة 1 , فانه لكل عدد حقيقي X‏ نحصل على عبارة ( اي جملة لها dad‏ صحيحة او خاطئة ( , فمثلا لو 
كانت 2— = X‏ فان الجملة " 5-6-0 " هي صحيحة ولو كانت 1 = X‏ فانها خاطئة . اذن " x-x-6-0‏ " 
هي دالة ضمنية حسب التعریف1- 8. 


افرض ان P‏ هی دالة ضمنية " "Propositional function‏ مجال بتحدد ب D‏ . فان الجملة: 
for every x, P(x)‏ 


نسمیها جملة معدودة او مُقدّرة شاملة ( عمومیة) (Universally Quantified Statement)‏ . الرمز V‏ يعني "for‏ 
every"‏ .لذا ستکون الجملة " "for every x, P(x)‏ تکتب بالشکل x JUJI‏ 


VxP(x) 


50 


ان الرمز V‏ یدعی ب المحدد العام Universal Quantifier‏ . وستکون الجملة 
for every x, P(x)‏ 

صحيحة اذا P(X)‏ هو صحیح لكل قیم X‏ في D‏ . وستکون الجملة 
for every x, P(x)‏ 

خاطئة اذا P(X)‏ خاطنة لقيمة واحدة ل x‏ على الاقل في D‏ . 

: ان الجملة‎ 
for some x, P(x) 


يقال انها جملة محددة موجودة ) Existentially Quantified Statement‏ (. الرمز 3 يعني IN." for some"‏ ستکون 
الجملة " for every x, P(x)‏ " تكتب بالشكل التالي: 


AxP(x) 
وستکون الجملة‎ . Existential Quantifier ان الرمز 3 پدعی ب غير املحدد الوجود‎ 
for some x, P(x) 
وستکون الجملة‎ . D على الاقل في‎ x هو صحیح لقيمة واحدة ل‎ P(X) صحيحة اذا‎ 
for some x, P(x) 
. 2 لكل قيمة ل > في‎ abe P(X) خاطئة اذا‎ 
x والفكرة ان‎ (free variable) متخير حر‎ "P(X) " (Propositional Function) اننا نسمي اطتغیر > في الدالة الضمنية‎ 


هي حرة ضمن املجال الحدد للدالة . اما المتغير ‏ في الجملة التخمينية العمومية VXP(X)‏ والجملة التخمينية 
اطوجودة J3xP(x)‏ بامتغير ا محدد اطرتبط بهما (Bound Variable)‏ اي ان × محددة بواسطة V‏ و .d‏ 


اذن فیما تقدم اشرنا بان الدالة الضمنية لیس لها قيمة حقبقية Truth value‏ بینما یکون ذلك للجمل ال محددة 
(Quantified Statements)‏ . وملخص ذلك ان الجملة GIS‏ اطتغیر الحر (غبر امحدد Unquantified‏ ) هي ليست عبارة 
وان الجملة بدون التغیرات الحرة no unquantified))‏ ) هي عبارة . 


وهناك طرق مختلفة لكتابة الجمل املحددة وغير المحددة السابقة وكمايلي: 
الجملة : 
for every x, P(x)‏ 
يمكن کتابتها : 
for all x, P(x)‏ و for any x, P(x)‏ 


51 


2 


وان الرمز V‏ يقرأ or any "3 "forall" "for every”‏ 
وهي تعني لكل وللكل ولأي قيمة . 
من جانب اخر فان الجملة: for some x, P(x)‏ کن كتابتها 

for at least one x , P(x) 
there exist x such that ,P(x) 9 

وان الرمز 3 يقرأ " "there exists "gl "for at least one" "for some‏ 
وهي تعني لبعض و على الاقل dod‏ واحدة او توجد هناك قيمة واحدة. 
بعض الاحیان لوصف مجال الدالة WS D‏ كتابة الجملة التخمينية العمومية (universally quantified statement)‏ 


: ALS 
for every x in D, P(x) 


وهکننا كتابة الجملة اطحددة ) existentially quantified statement‏ ) کمایلی: 


for some x in D, P(x) 
2 
for every real number x, X^ > 0 


هي جملة معدودة شاملة ( (universally quantified statement ) (ingas‏ . ان مجال الجملة الذي نتحدث dis‏ هو 
مجموعة الاعداد الحقيقية . ان الجملة اعلاه ستكون صحيحة 6 بسبب ان لكل عدد حقيقي × , ان مربع × هو OLS‏ 


موجب او صفر وهذا A . True‏ 


o 2H dle 
: التالية‎ (universally quantified statement ) الجملة املعدودة الشاملة ) العمومیة)‎ 
for every real number x, if x>], then x+1>1 
: ان نثبت ان الجملة‎ Ule في هذا الوقت يجب‎ . True هي‎ 
if x>1, then +1 <1 


A 


هي صحيحة لكل عدد حقيقي × . 
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افرض ان x‏ هي اي ous‏ حقيقي کیفما یکون , فسیکون صحیحا ان لكل عدد حقيقي x‏ ,اما 1ک × او 1 < × تکون 
صحيحة . ففي حالة ان x‏ اصغر او تساوي 11 > X‏ ) ان العبارة الشرطية "the conditional proposition"‏ التالية : 


if x>1, then +1 <1 


ستکون صحيحة بسبب ان الفرضية (X < 1( hypothesis‏ هي خاطنة LV False‏ اخذنا قیم (X €1),x‏ ولیس 
1< × .تذکر انه عندما الفرضية خاطثة ان الجملة الشرطية صحيحة بغض النظر عما لو كانت النتيجة صحيحة ام خاطئة 
. انظر الجدول (19-1) ادناه: 


P q p q 
T T T 
T F F 
F T E 
F F ar 
(19-1) جدول‎ 


الان افرض ان × اكبر من واحد )1 < × ) , فبغض النظر عن القيمة المحددة ل x‏ فان قيمة x‏ مضافاً لها واحد هي اکبر 
من قيمة × نفسها اي (X + 1 < X)‏ وها ان : 


+1 < ۷ and 7 < 1 


نستنتج من ذلك ان 1 < 1 + Uig X‏ ستکون النتيجة (conclusion)‏ صحيحة . واذا كانت 1 < X‏ فان الفرضية 
والنتيجة کلاهما صحیح . اذن العبارة الشرطية : 


if x>1, then +1 <1‏ 
هي عبارة صحيحة . 
من جانب اخر , لقد بينا ان لكل عدد حقيقي ×, ان العبارة : 
if x>1, then +1 <1‏ 
صحيحة لذلك فان الحملة التخمينية العمومية : 
for every real number x, if x>l, then x+1>1‏ 


ستکون صحيحة ايضا. 
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ان المثال - 23-1 اعلاه یزودنا بمزيد من الحافز لتعریف العبارة الشرطية D >q‏ في ان تکون صحيحة عندما م 
خاطئة . فلاجل ان تکون الجملة التخمينية العمومية : 


for every real number x, if x >1, then x+1>1 
: صحيحة فانه يجب ان تکون العبارة الشرطية‎ 

if x>1, then +1 <1‏ 
بغض النظر عما تکون عليه قيمة × . وبشکل خاص فان العبارة : 

if x>1, then +1 <1 


يجب ان تکون صحيحة اذا كانت )1 > X‏ ) خاطئة . 


: التالية‎ (universally quantified statement) فان الجملة العدودة الشاملة ( العمومیة)‎ 
for every x, P(x) 


هي خاطئة اذا على الاقل قيمة واحدة ل x‏ في المجال Domain‏ , ان العبارة P(X)‏ تصبح عبارة ELE‏ وان قيمة x‏ في 
ا مجال التي تجعل العبارة P(x)‏ خاطئة تدعی ب counterexample‏ الى الجملة : 


for every x, P(x) 


ان pais‏ المجموعة الكلية لجملة حول تلك الجموعة والذي يجعل تلك الجملة خاطئة نسميه ب counter example‏ تلك 
الجملة . 


اوجد العنصر counter example"‏ " للجمل التالية حول الاعداد الصحيحة اطوجبة n‏ 


@n +n = n? - n?” 4+3n)ja 


2 3 
2- اذا كانت n‏ عدد اولي , فان 12 و On =N +N‏ یکون لهما عامل مشترك "common factor"‏ 


ان العناصر التي لاتحقق شروطنا في الجمل اعلاه هي عبارة عن القیم ل 11 وهي : 
n=3‏ -1 
n=7‏ —2 


اي انه عندما نعوض قیم )2 and‏ 1= ) في الجملة الاولی فانها تتحقق . لکن عندما نعوض 7-3 فان الجملة لن 
تتحقق.اذن n=3‏ هي ال "counter example"‏ 

اما duh‏ للجملة الثانية : لان ١‏ عدد اولي کشرط , فان الاعداد الاولية 3, 5, 7, 11, .............. ليست كلها تحقق الجملة 
(العامل المشترك) GY.‏ فقط الاعداد 3 و 5 تحقق اما عندما نعوض 7-7 فتصبح الجملة خاطئة. 


A ." Counter Example" هي ال‎ n=7 Osi. 


الجملة املحددة العمومية (الشاملة ( ) the universally quantified statement‏ ( التالية : 


: خاطئة بسبب انه اذا 1=× , فان العبارة‎ dhe 
17 -1<0 
: الى الجملة‎ counterexample وتکون القيمة 1 هي ال‎ . GbE هي عبارة‎ 
for every real number x , x -1>0 
: التالية‎ (universally quantified statement) ولبیان ان الجملة العدودة الشاملة‎ 
for every x, P(x) 


هي خاطثة, فانه يكفي ان نجد dad‏ واحدة ل x‏ في الجال Domain‏ , ان تکون فيه العبارة P(X)‏ خاطئة . ان 
الطريقة GLY‏ بطلان الجملة: 


for every x, P(x) 


تختلف ماما من الطريقة الستخدمة لرهنة ان الجملة صحيحة .ولأثبات ان الجملة: 
for every x, P(x)‏ 
صحيحة , فانه يجب ف الواقع ان نختبر كل قيمة ل × في المجال الذي نتحدث عنه ونبین انه لكل × ,ان العبارة P(X)‏ 


A . صحيحة‎ 


الجملة املحددة او املعدودة الشاملة universally quantified statement"‏ " التالية : 
لكل عدد صحیح موجب n.‏ , اذا كانت n‏ عدد زوجي , فان (N +n+19)‏ تصبح عدد اولي prime‏ 


for every positive integer n, if n is even, then n? +n+19is prime 


هی do‏ خاطئة False‏ . وقيمة n‏ التی لاتحقق الشرط "counterexample"‏ تحصل n=38 isl kus‏ . اذن العبارة 
الشرطية conditional proposition"‏ " التالیة: 


if 38 is even , then 382 + 38 + 19 is prime 
التالية:‎ " hypothesis" الفرضية‎ SY هي جملة خاطئة‎ 
38 is even 
: التالية‎ " conclusion" هي صحبحة . لکن النتيجة‎ 
38 +38 +19 is prime 
38” +38 +19 is not prime “Ys هي خاطئة لأن حاصل الجمع هو ليس عددا‎ 
وکما يلي:‎ 
A 38° +38 +19 = 38.38 +38 +19 = 1902.38+ 2 +1) =19.79 


نعود مرة ثانية الى الجمل ا معدودة اطوجودة " ."existentially quantified statements‏ طبقا الى التعریف 9-1 , فان 
الجملة املحددة اطوجودة التالیة: 


for some x in D, P(x) 


هي صحيحة اذا P(X)‏ هي صحيحة لقيمة واحدة على الاقل ل × في املجال D‏ . اذا P(X)‏ هي صحيحة لبعض قیم 
x‏ فانه ممکن وبشکل مؤكد ان P(X)‏ هي Able‏ لقيم × الاخری. 
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الجملة اطحددة (اطعدودة) الشاملة universally quantified statement"‏ " التالية : 


x 2‏ 
for some real number x, aaa‏ 
5 ۲1 2 
x 2‏ 
ae‏ ی و mci‏ 2 صحيحة. 
X +‏ 
فعلى سبیل JULI‏ اذا كانت قيمة x=2‏ فاننا نحصل على العبارة الصحيحة : 
2 2 
5 241 
ON‏ ليست JS‏ قيم x‏ تنتج عبارة صحيحة . مثلا العبارة : 
2 1 
5 1+1 
هي خاطئة حیث قيمة 1= × . A‏ 


الجملة اطعدودة )853( الشاملة universally quantified statement"‏ " التالية : 


ان الجملة اعلاه صحيحة بسبب انه من الممكن ایجاد على الاقل dad‏ صحيحة واحدة NS‏ تجعل العبارة : 


"if n is prime „then n+1,n+2,n+3 and n+4 are not prime" 
اذا كانت 7-3 , فنحصل على العبارة الصحيحة التالیة:‎ , JEL صحيحة £ على سبيل‎ 


if 23 is prime, then 24, 25, 26, and 27 are not prime 
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تلك العبارة الشرطية هي صحيحة بسبب ان کل من الفرضية is prime " hypothesis‏ 23 " والنتيجة conclusion‏ "24, 
lao "27 9,26 25‏ ان بعض القيم ل n.‏ تجعل العبارة الشرطية صحيحة ( مثلاً ls ) 2-47 ,n-23, n-4:‏ البعض 
الاخر یجعلها خاطئة : (مثلاً: n22, n-101)‏ ) . 


: النقطة التي نبینها هنا اننا قد وجدنا قيمة واحدة جعلت العبارة الشرطية‎ 
" if n is prime ,then n+1,n+2,n+3 and n+4 are not prime" 
: عبارة صحيحة ولهذا السبب فان الجملة التخمينية الحددة‎ 
" for some positive integer n, if n is prime ,then n+1,n+2,n+3 and n+4 are not prime" 


هی صحیحه. A‏ 


فان الجملة اطعدودة الشاملة العامة (universally quantified statement)‏ التالية : 


for some x, P(x) 


هي bE‏ اذا لكل قيمة ل x‏ في المجال Domain"‏ " الذي نتحدث dis‏ , ان العبارة P(X)‏ خاطئة. 


: التالية‎ (universally quantified statement) ان الجملة المعدودة الشاملة العامة‎ Cuil 


1 
" لبعض القيم الحقيقية ل × ,ان 1 < حدر 
2+1 


1 


x +1 


1 1 
ان "1 < تي " خاطنة لكل ous‏ حقيقي ×. لذا ستكون " 1< س" 
x +1 x +1‏ 


<1 


for some real number x, 
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1 


x +1 


خاطئة بدقة, اذا كانت "1 >> " صحيحة. لذا يجب علینا ايضا ان نبين ان " 1 >> " صحيحة لكل 


x +1‏ 
عدد حقيقي × . لغاية هنا افرض x‏ ان تکون اي عدد حقيقي , ها ان الصفر اصغر او يساوي مربع X^) x‏ > 0) , 
وباضافة )1( الى طرفي هذه ا متباينة X?" inequality"‏ > 0 " نحصل علی: 


1< x7 +1 


واذا قسمنا طرفي تلك المتباينة ب "1+ X^‏ " نحصل على : 


1 
1< 2 
x +1‏ 
; ۲ 1 
لذلك ستكون الجملة "1 ك —" صحيحة True‏ لأي عدد حقيقي x‏ . وبالتالي فان الجملة :1 > 1 
x +1 x’ +1‏ 


خاطئة لكل عدد حقیقی × . A‏ 
واخبرا فنحن بينا ان الجملة اطعدودة املحددة existentially quantified statement"‏ " التالية 


1 


x | 


<1 


for some x, 


هي خاطئة. 


في هذا المثال وضحنا ان الجملة اطعدودة املحددة " existentially quantified statement‏ " خاطئة وذلك بواسطة برهاننا 
ان الجملة المعدودة الشاملة المتعلقة بها " "related universally quantified statement‏ صحيحة . وفي النظرية 
القادمة ستكون العلاقة واضحة ودقيقة .وهذه النظرية تضع قوانين موركان للمنطق " "De Morgan's laws for logic"‏ 
كما اشرنا اليها سابقا في المثال (16-1). 


اذا كانت م دالة افتراضية (ضمنية) propositional function"‏ " فان اي زوج من العبارات في (a)‏ و (b)‏ ادناه يكون له 
نفس القيم الحقيقية the same truth values"‏ " ( على سبيل JULI‏ اما كلاهما صحيح True‏ او كلاهما خاطئ False‏ ). 


59 


(a) VxP(x); 3x p(x) 


(b) 3xP(x);Vx p(x) 
3th 0( sell diis (@) ولبرهنة ذلك :فاننا سنبرهن الجزء‎ 
o السهافة‎ 
Em هي خاطثة لانها النفي للعبارة الاولی‎ VXP(X) هي صحيحة . اذن العبارة‎ VXP(X) افرض ان العبارة‎ 
على الاقل‎ x هي خاطئة لقيمة واحدة ل‎ P(X) louis خاطنة وبشکل دقیق‎ VXP(X) فان العبارة‎ 

ضمن المجال الذي تأخذه x‏ . لکن اذا P(X)‏ هي خاطنة لقيمة واحدة ل x‏ على الاقل ضمن المجال الذي نتحث dis‏ 
فان نفيها P(X)‏ يكون صحيحا على الاقل لقيمة واحدة ل O‏ ,| 
P(x) ve‏ هي صحيحة لفيمة واحدة ل x‏ على الاقل ضمن المجال المذكور , فان العبارة p(X)‏ ×3 هي 


صحيحة. وهذا يعني انه عندما العبارة VXP(X)‏ صحيحة اثبتنا ان العبارة P(X)‏ ×3 هي صحيحة ایضا. وبشکل 


مشابه هکننا ان نثبت انه اذا كانت العبارة VXP(X)‏ خاطئة فان العبارة FX p(X)‏ هي Lal‏ خاطئة . لذلك فان 
زوج العبارات في lo (a)‏ له نفس القیم الحقيقية truth values"‏ " 


افرض ان P(X)‏ هي الجملة : 


ففي المثال )27-1( بینا ان العبارة : 


for some real number x, P(X) 


هي خاطئة Ob‏ ان : 


for every real number x, P(x) 
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التكنيك هنا مکن صباخته بارجی lili fg YSIS qnid o‏ السالفة الذكر : 


فبعد ان برهنا ان : 


for every real number x, P(x) 


هي صحيحة , علینا ان ننفیها ونستنتج ان : 


for every real number x, p(x) 


هي خاطئة كمايلي: 


مرة isa ig goo qua o au, at‏ لا ) اعلا با 


for some real number x, P(x) 


او مایکافنها 


for some real number x, P(X) 
. هي خاطئة ايضاً‎ 


ان عبارة معدودة شاملة (عامة) "a universally quantified proposition"‏ تستقرئ العبارات اطركبة "compound‏ 
4JUJI proposition"‏ : 


في ادراك یفهم ان العبارات الفردية +P, , "individual propositions"‏ رو Jas P,‏ بواسطة P(X)‏ › حیث x‏ 


هي pais‏ الجال الذي نتحدث عنه وان العبارة P, ۸۰.۰۸ P,"‏ ^ ۶ " توضع مکان العبارة : 
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for every x, P(X) 
(هي صحيحة لكل قیم‎ P, Cif and only if ( هي صحيحة اذا وفقط اذا‎ ۶ ^ P, ۸ .....۸ ان العبارة‎ 
: للعبارة‎ Truth value وبشکل مشابه هکننا تعریف القيمة الحقيقية‎ (1 = ....... n.) 


for every x, P(x) 


ان العبارة for every x, P(x)"‏ "هي صحبحة اذا وفقط اذا P(X) , Cif and only if)‏ هي صحيحة لكل قيمة 
من قيم × في اممجال. A‏ 


وبشکل مشابه ان عبارة موجودة مقدّرة "an existentially quantified proposition"‏ تستقری العبارات اممركبة 
"compound proposition"‏ التالية : 


في ادراك یفهم ان العبارات الفردية P, 3D, AD, , "individual propositions"‏ تبدل بواسطة x co, P(x)‏ 
هي pais‏ المجال الذي نتحدث dis‏ وان العبارة : V D,"‏ 


: مکان العبارة‎ "replaced" Jas " n V P, V 


for some x, P (x) 


ان ماتقدم یوضح AS‏ ان نظرية 2 تعمم قوانین دي مورکان للمنطق,( gel‏ تعریف 6-1 (مثال 16-1( ). 
تذکر ان قانون دي مورکان الاول للمنطق first De Morgan law for logic"‏ " ينص على ان العبارات : 


PiAP2A..... AP.‏ و 


یکون لهما نفس القیم الحقيقية . 


من جانب اخر في نظرية رقم 2 الجزء (b)‏ ان العبارة ^D,‏ 
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وان العبارة " "P v P, v ivan vP,‏ تبدل ب 


Axp(x) 


ان الجمل بدلالة الکلمات غالبا مایکون لها اکثر من تفسبر.اعتبر الجملة اطشهورة التالیة: 
" ليس JS‏ مایلمع هو ذهب : all that glitters is not gold‏ " 
ان احد التفسیرات الممكنة لهذه الجملة هو :" لاشئ يلمع هو ذهب Nothing that glitters is gold:‏ " 


بمعنى اخر الذهب ليس lel,‏ .مع ذلك هذا لم يكن المقصود من الجملة كما قصدها قائلها . لکن الجواب الصحیح هو: " 
لیس بعض ما يلمع هو ذهب : something that glitters is not gold‏ ". 


فاذا فرضنا ان P(x)‏ تکون الدالة الضمنية "propositional function"‏ التالية : 
"x glitters"‏ 
واذا فرضنا ان Q(x)‏ تکون الدالة الضمنية "propositional function"‏ التالیة" 


x is gol 


فان التفسير الاول يصبح مايلي: 
for all x, p(x) > Q(x)‏ 
والتفسیر الثاني یصبح : 


for some x, P(x) ^ Q(x) 


5 for some x, P(x)^ Q(x) J "truth values" وباستخدام نتيجة المثال 17-1 فان نری ان القیم الحقيقية‎ 


و "for some x, P(x) > Q(x)"‏ هي نفسها. 
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8 ) 2( فان لقیم الحقيقية د 


for some x, P(x) > Q(x) 


for all x, P(x) > Q(X) 
: ولهذا فان الاسلوب المكافئ لتمثیل التفسير الثاني هو‎ Las! هي نفسها‎ 


for all x, P(x) > Q(X) 


وهقارنة هذا التمثیل مع " for all x, p(x) > Q(x)‏ " نرى ان الغموض ينتج من فیما لو استخدم النفي 
ل Q(x)‏ (التفسير الاول) اواستخدم النفي لکامل الجملة for all x, p(X) > Q(X):‏ وهو التفسير الثانی. 
ان التفسیر الصحیح للجملة : " لیس کل galla‏ هو ذهب : all that glitters is not gold‏ " 

ينتج من نفي هذه الجملة بکاملها. A‏ 


من ile‏ !3,5 جمل موجبة positive statements"‏ " ان each , all, any)‏ , و (every‏ لها نفس اطعنی . لکن في 
الجمل اطنفية negative statements"‏ " الحالة تتغير. فلو اخذنا الجمل التالیة: 


" Not all x satisfy P(x) P(x) تحقق‎ x ليس کل قیم‎ " 
" Not each x satisfies P(x) : P(X) ليست کل قيمة ل × تحقق‎ " 
" Not every x satisfy P(x) : P(X) تتحقق‎ x ليس لكل قيمة ل‎ " 


فان هذه الجمل تعتبر ان لها نفس المعنى وهو: 
for some x, P(x)‏ 


à‏ حبن ان الجملتین التالیتین: 
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Not any x satisfies P(x) 


Not x satisfies P(x) 


for all x, P(x) : تعنیان‎ 


اخيرا في الامثلة القادمة سنمزج فیها بين العبارات غير المحددة - الشاملة والموجودة mix universal and existence‏ 
quantifiers"‏ " في جملة مفردة وکذلك للقیاس على اکثر من متغیر " variables‏ " 


1- افرض ان المجال الذي نتحدث dic‏ هو مجموعة الاعداد الحقيقية .اعتبر الجملة : 
for every x, for some y,x + y=0‏ 


ان معنی تلك الجملة هو "لأية dad‏ ل x‏ مهما كانت , فانه پوجد على الاقل dod‏ واحدة ل y‏ التي رها تعتمد على الخیار 
ل ×,ان “xX+y=0‏ 


وبالامکان ان نبين ان الجملة : 0= for every x, for some y,x + y‏ " هي صحبحة كمايلي: 
لأية قيمة ل x‏ يمكننا ان نجد على الاقل قيمة واحدة ل y‏ , نعني —X"‏ > ". مثل ذلك "0 = "Xy‏ 
2- افرض اننا عکسنا الجملة السابقة لتقرأ : 
for some y, for every x,x + y=0‏ 
فاذا كانت تلك الجملة صحيحة , فانه من الممكن عندما نختار بعض القیم ل y‏ , ان الجملة التالية تکون صحيحة : 
for every x, x + y =0‏ 


ومع ذلك Lig‏ ان نثبت بطلان هذه الجملة بقيمة ما "counterexample"‏ . على سبیل اطلثال, رما ناخذ "1 - "X-y‏ 
ومن ثم نحصل الجملة الخاطئة التالية: 


l-y+y=0 
: اساس ذلك , فان الجملة‎ ues 
for some y, for every x,x + y =0 


A خاطئة.‎ lae تکون‎ 


65 


افرض ان P(X, y)‏ تمثل الجملة: 
if x? <y’,then x< y.‏ 
وان الجال الذي نتحدث dis‏ هنا هو مجموعة الاعداد الحقيقية "real numbers"‏ . 
فالجملة التالية: 
for every x, for every y, P(x,y)‏ 


تکون خاطئة , Cue‏ القیم "counterexample"‏ التي تسبب ذلك هي y=-2‏ ,1=× . وفي هذه الحالة نحصل على العبارة 
التالیة: 


if 1° > )2( , then 1«-2‏ 
لکن من جانب اخر ان الجملة التالية: 
for every x, for some y, P(x,y)‏ 
هي صحيحة .و هکننا ایضا ان نبين ان لكل dad‏ ل × , ان العبارة التالية : 
for some y, if x^ > y^, then x< y‏ 
تکون صحيحة, وذلك بواسطة اخذ قيمة ل y‏ تکون فيها العبارة : 
x«y‏ ماعطا “بر > ""if x‏ 


A صحبحة.‎ 


وق الحقيقة لو وضعنا "0 = y‏ ", نحصل على العبارة الصحيحة التالية: 
if x <0, then <> 0‏ 
"ان العبارة الشرطية هذه صحيحة بسبب ان الفرضية 0 > × "" خاطئة. 
وبنفس الطريقة فان الجملة التالية : 
for every y, for some x, P(x,y)‏ 
صحيحة . كما هکننا ان نبین ان لكل قيمة ل ر , ان العبارة : 


for some x,if x^ > y^, then x< y 
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صحيحة وذلك بواسطة اخذ قيمة ل × تکون فيها العبارة : 
if x^ <y’,then x<y‏ 
صحيحة. وفعلا لو وضعنا قيمة ل "1 + WE" X = [y]‏ نحصل على العبارة الصحيحة التالية : 
if (y +1( «y, then ly +1 >‏ 


"ان العبارة الشرطية هذه صحيحة بسبب ان الفرضية خاطئة. 


Gla -1‏ ان الجملة املحددة الشاملة "universally quantifier statement"‏ التالية : 


for every x, P(x) 
هي صحيحة.حيث ان بیان‎ P(x) في اطجال , ان العبارة‎ ) every x) x هي صحيحة فاننا نبين ان لكل‎ 
لايبرهن ان العبارة‎ x هي صحيحة لبعض القيم الخاصة ب‎ P(x) 


for every x, P(x) 


2 لبرهان ان الجملة املحددة املوجودة" existential quantifier statement‏ " التالية : 
for some x, P(x)‏ 
هي صحيحة فاننا نجد قيمة واحدة ل × في المجال ,955 فیها العبارة P(x)‏ هي صحيحةحيث قيمة واحدة كافية . 
3- لبرهان ان الجملة المحددة الشاملة التالية : 
for every x, P(x)‏ 
هي خاطئة فاننا نجد قيمة واحدة ل counterexample ( x‏ ) في المجال , تکون فیها العبارة P(x)‏ خاطئة. 
Glad -4‏ ان الجملة املحددة اطوجودة" existential quantifier statement‏ " التالية : 


for some x, P(x) 
هي صحيحة , حيث ان‎ P(x) في امجال , ان العبارة‎ (every x) x نبین ان لكل‎ WE هي خاطنة فاننا‎ 


بیان P(x)‏ هي خاطنة لبعض القیم الخاصة ب × لایبرهن ان العبارة : 


for some x, P(x) 
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J) "assertions" 45 غير كافية بقوة تعابير‎ " statement language JI] 
١ " غير كافية بقوة لعمل كل التعابير الرياضية‎ " language " ان لغة الجملة‎ 
متلا اننا نحتاج الى:‎ ." mathematics نحتاجها في الریاضیات"‎ 


"X=3","xX2 y";"xtyez"' 


مثل تلك التعاببر ليست Ma‏ لأنها ليست بالضرورة اما صحبحة او خاطئة .مع ذلك اذا تم تعيين قیمها فانها تصبح Shae‏ 
مثل تلك التعابیر تحدث في اللغة ايضا كما يلي : 


x is tall and blond وهکننا ان نقول‎ -Heis tall and blond -  رعشلا هو طويل واشقر‎ -1 
“x livesiny”. Lad ونعبر عنها‎ - She lives in the city - هي تعيش ف اطدينة‎ -2 


"Predicates" 6) 84) ب بالجمل غير‎ Glow “xlivesiny”. و‎ " xis tall and blond" ان التعبیرین‎ 
. "values" تعطى قيماً‎ bus False خاطئة‎ 


وللسهولة فنحن ya‏ لكل "predicates"‏ على انه predicate"‏ " دون الاشارة الى المتغيرات الداخلة فيها . 
فمثلا في التعبير التالي: 


* x is tall and blond ” 


ys xà ^"xliesiny". وف التعبیر‎ , "predicate" هی‎ "is tall and blond ” وان‎ , j se تعتبر‎ x ان‎ 
.predicate" هی‎ "lives in ” هما متغیریان وان‎ 
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ان الجمل غير املقدرة predicates"‏ " في الغالب تستخدم مع جمل "control statements" Soil‏ . 


ففي لغات البرمجة عالية اطستوی مثل فیجوال بيسك "visual basic"‏ , لغة C‏ ولغة کوبل Copal‏ , ولغة فورتران 
Fortran‏ ..............الخ .و فمثلاً لو قلنا الجملة التالية : 


If x>3 then ye z 


فان “xX>3‏ هو predicate"‏ " وعندما تنفذ الجملة فان القیم الحقيقية "X29 "s "Truth values"‏ 
تحددها القيمة الحالية ل × في البرنامج . فلو تم تعيين القيمة الحقيقية )1( للتعبیر فانه صحیح ولو تم تعيينها ( 0 ) فانه 
Mind. gbl‏ في بعض لغات البرمجة "PL/I" Jis‏ ان جملة التعیین التالية : 


A=x<3 
: . 2 "اي قيم × اما 0, 1, او‎ if x«3istrue" صحیح‎ " X > 3 اذا كان‎ (A 2 1( تعني ان‎ 
: 2 "اي قيم × اکبر من‎ if × > 3 دز‎ false " خاطنة‎ " X > 3 اذا كان‎ (A  0( وتعني ان‎ 
l-Aassignedl if x > 3 is true . 


2- A assigned 0 if x > 3 is false. 


لو قلنا مايلي: 

F(x) فاننا يمكن الاشارة لها ب‎ (x is female ) هي انثى‎ ۶ -l 

M(x, y) ممكن کتابتها ب‎ , ) x married to y ) y زوجت الى‎ × -2 

xty=z -3‏ تکتب ب (2 و م٩‏ . 

وتعتبر M(x y) , F(x)‏ و S(x, y, Z)‏ ثوابت خبرية " "predicates constants‏ تدل على حدود خبرية خاصق. 
من جانب اخر لو LIS‏ : 


2 و Xp 5X) yes‏ )م ,فان م هي "predicate"‏ و x,‏ هي متغیرات او bae‏ حدود p J‏ 


1 


A ." n-place predicates " وتسمی ب‎ 
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من اجل ان نغير ال "predicate"‏ الى جملة فانه لابد من ان يتم حصر- bound"‏ " كل متغير فيه وهذا يتم 
بطريقتين : 
1- بواسطة تعيين قيمة لكل متغير على انفراد في ال "predicate"‏ , فعلى سبيل المثال: لو اخذنا الخبر التالي : 
Xty-3‏ 
والذي يشار له ب p(X, y)‏ , فلو اعطینا 2 = لإ, 1 = × فان DOGy)‏ صحيح ویتحول الى الجملة D(1,2)‏ 
وقیمتها الحقيقية صحيحة True‏ لان : 2 + 1 < 3, لکن لو اعطینا 6= ل, X=2‏ فان p(x,y)‏ خاطئ 
ویتحول الى الجملة D(2,6)‏ وقیمتها الحقيقية خاطنة false‏ لان : 6 + 2 + 3. 


2- بواسطة تخمين المتغير هل هو (Universal) Joli‏ او محدد موجود( (Existential‏ 


ففي حالة الشامل (universal)‏ , افرض ان p(x)‏ هو predicate‏ بدلالة متغیر واحد هو x‏ , لذا فان التعبپر 


LLS یکتب رمزیا‎ “for all, p(x)” 
Vxp(x) 


وهذا يعني لكل قيم × , ان التعبیر p(x)‏ هو صحیح las. True"‏ يعني ايضا : اذا كانت p(x)‏ صحيحة فان 
VXD(X)‏ صحيحة Las!‏ وبهذا یکون x‏ قياس شامل وان ۷ هثل معنی كثير وشامل às‏ : 


“for all",*for any “,and “ for every". 


1- لكل قیم × , فان قيمة > اقل من 1+ 2 , 
اي : 1+ × > VX[x > x + 1] : for all x,x‏ . وهنا اذا كانت الجموعة الشاملة تمثل الاعداد الصحيحة فان 
: > يكون صحیحاً وهو مطابق ل VX‏ . 
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2 بينما لو اخذنا AV:‏ قيمة ل X=3 o x‏ اي (VX[x = 3] : for any x,X=3)‏ ولنفس مجموعة 


الاعداد الصحيحة integers‏ , فان 3 = X‏ , خاطئة لقیم ‏ التي اقل من 3 واکبر منها وهو عکس VX‏ .لذا تعتبر 
الجملة الاولى صحيحة والثانية خاطتة . 


من جانب اخر لو كانت A‏ تمثل مصفوفة dael‏ صحيحة (integer Array)‏ مكونة من خمسین عنصياً ( 
٠ A[2],A[1],A[0]‏ [۸]50 , فانه SILL‏ التعبير عنها في حالة کون العناصر لاتساوي صفراً كمايلي: 


ALi] #0}‏ >=)50< من > Vif(1‏ 
ولو خزنت هذه العناصر بطريقة ترتیب غير تنازلية Lb " non-decreasing order"‏ نعبر عن ذلك هايلي: 
Vi{(1<in <50)=> A[i] > A[i+1]}‏ 


WS‏ هکننا ان نستخدم ۷ اکثر من مرة مع اکثر من متغير كما في JELI‏ التالي: 


OX هو اکبر من‎ y 9X فان مجموع‎ , y ولکل قيم‎ x لكل قيم‎ 
for all x and all y,x+y greater than x 


VxVy[x*y»x] 


وهذه الجملة صحيحة عندما تکون ا مجموعة الشاملة هي الاعداد الصحيحة الموجبة . بینما تکون خاطئة اذا كانت 
ا مجموعة الشاملة هي الاعداد الصحيحة فقط ) اي اللوجبة والسالبة). 


لو قلنا توجد قيمة ل x‏ يكون فيها التعبير p(x)‏ صحيحاً اي ( for some x, p(x)‏ ) فاننا نعبر عن ذلك بمايلي: 
Axp(x)‏ 
وتعني there exists a value of x for which the assertion p(x ) is true:‏ 


ds‏ هذه الحالة لو التعبیر p(x)‏ صحیحا لقيمة واحدة ل x‏ على الاقل في المجموعة الشاملة التي نتحدث عنها, فان 
( )×3 صحيحة Lay!‏ وخلافاً لذلك فهي خاطنة . 


1- ان ]1 Jx[x > x c‏ تعني انه توجد x‏ بحيث ان × هي اصغر من 2+1 : 
there exists an x such that x is less that x + 1‏ 
وان ]3 = dx[x‏ تعني انه x aeg‏ بحیث انه 3=× : 
there exists an x such that x = 3.‏ 
ان كلا الجملتین اعلاه صحبحا اذا اخذنا مجموعة الاعداد الصحبحة . لکن لو كانت الجملة الاولی: 


Ix[X =x + 1[‏ , فانها تصبح خاطئة لانه لا آهمية AY‏ قيمة تعطی ل x‏ هنا , حيث التعبیر " 1+×=× ایکون Eb‏ 


1- استخدم S(X)‏ لتقوم مقام "16 = X^‏ ",ثم اکتب الجملة التالية: 
" توجد × , الى حد ان مربعها يساوي 16" 
there is a x such that "x? -16"‏ " 


bs 


A .3x(s(x)) : والحل هو‎ 


مستخدما املختصرات التالية : 

1-اذا كانت S(X)‏ — تقوم مقام الجملة x:‏ عدد زوجي "xis 011 even integer" gao‏ 
2 اذا كانت E(X, y)‏ تقوم مقام الجملة 2۷ X=‏ 

3- اذا كانت p(X)‏ تقوم مقام الجملة : x‏ عدد اولي صحیح "xis prime integer"‏ 


4- اذا كانت F(X)‏ تقوم مقام الجملة 2 < ×. 


a) if x is an even integer, then there is an integer y such that x =2y. 
X =2y ویکون‎ , y عدد صحیح‎ dog عدد زوجي , فانه‎ X أ) اذا كانت‎ 
b) There is a prime integer x such that x=2y for some y. 
y ب) اذا کانت  عدد اولي ., فانه يوجد ل2 = × لبعض قیم‎ 
c) For all prime integers x, if x>2, then x is not an even integer. 


ج) لكل الاعداد الاولية الصحيحة , اذا كانت x‏ اکبر من 2 , فان × ليست عدد زوجياً. 


, بدائل جيدة‎ T(X) و‎ P(X). (x, y), SCX) الفكرة من هذا المثال هنا , هي البحث عن عبارات تکون فيها‎ 
dor V ممکن ترجمتها ب‎ " there is, for each, for some" Jis البحت عن عبارات‎ MiSs 
a) - s(x) > 3y(t(x)) or s(x) > dy t(x,y) -á 


b) - 3x(p(x) ^ 3y), y))) ب)-‎ 


ج)- ان الجملة الرمزية هنا لاهكن الحصول علیها لان الجموعة الكونية تمثل کل الاعداد الصحيحة ولیست الاعداد الاولية 
الصحيحة , لذا يجب تغيير صباغة الجملة (for all prime integers x,)‏ الى : 


" for all integers x, if x is a prime, then x is not an even integer" 


لان جملتنا حول الاعداد الصحيحة الاولية. اذن الجملة الرمزية ستکون —s(x)))‏ ج (r(x)‏ ج Vx( p(X)‏ . 


A 
gis x وحيدة ل‎ ded فان ذلك يعني انه( توجد‎ 2 X من جانب اخر هناك الرمز !3 , فمثلا لو اخذنا الجملة‎ 
T الى حد ان‎ , x وفقط‎ x هذا.......) , او انه توجد‎ 


< 


“ there exists a unique x such that... “ or there is one and only one x such that... : 


, فمثلا في الجملة [1 > ]217 ان تعيين قيمة الصفر ل × يجعل 1 > dme "X‏ 
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مستخدما املختصرات ASW)‏ : 

1-اذا كانت S(X)‏ — تقوم مقام الجملة x:‏ عدد زوجي صحيح ۰ "xis 011 ©7611 integer"‏ 
2 اذا كانت [(X,y)‏ تقوم مقام الجملة 2۷ X=‏ 

3- اذا كانت p(X)‏ تقوم مقام الجملة : x‏ هي عدد اولي "xis prime integer" wao‏ 


4- اذا كانت F(X)‏ تقوم مقام الجملة 2 < × 


Vx(p(x) A tx, y) A r(x))‏ (ه) 
—3x(p(x) ^ 3y(t(x. y)) v r(2)).‏ )( 


(a) for each integer x, x is a prime , and there is an integer y such that x is 2y and x is greater than 
2. 


(b) There is no integer x such that either both x is prime and there is a y such that x=2y or z is 


greater than 2. 


1- ان ال "predicate" P(X,y,Z)‏ ممثلاً ب (2 = ل + (X‏ له ثلاثة متغیرات كل منهما غير مُقيّد ) (free‏ في 
التعبير oS). P(X,y,Z)‏ اذاعینا ل قيمة 2 )2— (X‏ فان النتيجة هي predicate‏ بمتغير محدد هو 

Q(y.z) حيث‎ Q(y.Z) مکون من متغیرین غير مُقيّدين مثل‎ predicate الى‎ LIK وهذا‎ . P(2, y,Z) 
.2 له متغيرين غير مُقیّدین هما و‎ Ayp(X, Y, Z) وبشکل مشابه ان‎ .)2 + y = 2( هو صحیح اذا‎ 


2- اذا افترضنا الجملة التالية: 
اذا كانت x‏ عدد زوجي صحیح , فانه يوجد عدد صحیح y‏ الى الحد انه .X-2y‏ 
if x is an even integer, then there is an integer y such that x = 2y‏ 
وهکننا ان نعبر عن هذه الجملة بالرموز : 
às S(X) > Jy(t(x, y))‏ هذه الجملة فقط ان المتغير y‏ له مقدار غير محدد. 


3- في التعبیر Vx( p(x)....)‏ او Ux(p(X)....)‏ ان جزء التعبیر الذي له نستخدم VX‏ او IX‏ يسمى Leb!‏ 
60 , ویسمی التغیر × محددا بواسطة VX‏ او 2 اذا وقع ضمن مجال ×3 او VX‏ . فالذي لایحده ب VX‏ او 
۷ يقال free 4x‏ . اذن المجال scope‏ ل VX‏ او IX‏ هو جزء من التعبير فيه تکون التغبرات مقيدة logs‏ 


في اي من الصیغ التالية , صف اطتغیرات bounded variables) Baal‏ ) وغير المقيّدة (free variables)‏ . 


(a) Vx( p(x) A Ay(t(x, y) ^ r(x))) 
(b) —dx( p(x) ^ 3y(t(x, y)) v r(z)) 
(©) —3x(p(x) ^ 3y(t(x. y)) v r(y)) 


في الجزء (a)‏ ان الجال YX scope‏ هو التبقي من الصيغة , اي الذي يلي YX‏ . اما مجال dy‏ فهو الصيغة 
(t(x, y) ^ r(x))‏ , 5 هذه الحالة لاتوجد متغیرات غير محددة ( (free variables‏ . 


في الجزء (b)‏ , ان مجال 6 هو الجزء التبقي من الصيغة اي الذي يلي ×3 , ومجال dy‏ هو ) (X, y‏ ,ان المتغير 
7 هو الغير محدد , لکن y 9X‏ هما الحددان bounded variables)‏ (. 


في الجزء (c)‏ — ان الجال هو نفسه كمافي الجزء (b)‏ ,ال try) Gy ON, free sory) Sy‏ محددة. 
A‏ 


يمكننا تعویض polis‏ املجموعة الكلية the universe"‏ " للمتغیر كما سنری في اطثال التالي: 


Í jo اعد كتابة الجمل التالية‎ . X = Jy تقوم مقام الجملة‎ S(X, Y) افرض ان‎ - 
(a) there is an x such that x = 3.4. 
(b) for all y, 15 = 3.y. 


(c) 1523.5. 


(a) 3x(s(x,4)) 
() Vy(s(15, y)) 
(9 s(15,5) A 


افرض ان S(X)‏ هي جملة حول المتغير x‏ , فستکون الجملة VX(S(X))‏ خاطنة اذا كانت S(X)‏ ليست 
صحيحة في الجوعة الكلية(الكونية) , وهذا يعني ان VX(S(X))‏ خاطثة اذا فقط هناك قيمة (counterexample)‏ 


.S(x) د‎ 
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1- اذا كانت S(X)‏ هي الجملة 0 < "x^‏ " و اذا كانت (X)‏ هي الجملة 0 < X‏ " وکلاهما حول الاعداد 
الصحيحة . فهل VXS( X)‏ و Vxt(X)‏ صحيحتان؟ وهل 3x(S( X))‏ و Jt(s(X))‏ صحيحتان؟ 


tX) وما ان‎ Lal هي صحيحة‎ VXS( X ) هي دائما صحيحة لأي عدد صحيح لأنها مربعة , فان‎ X^ < 0 olus 
هو خاطن.‎ Vxt(X) فان‎ "X = -1 " الصحيح‎ sax) هي خاطئة‎ 

2- بالنسبة للجملة )) X‏ )305 فانها تكون صحيحة اذا ) X‏ )5 كانت صحيحة لقيمة واحدة ل x‏ على الاقل في 
المجموعة الكونية , وهذا يعني ان هناك حد واحد يجعل S(X)‏ صحيحة . كما ان At(S(X))‏ هي خاطنة اذا 
S(X )‏ خاطئة لكل قيم *.هذابمعنىنن المجموعة الحقيقية ل S(X)‏ مجموعة فارغة. 


> 


- اذا كانت (X)‏ هي الجملة 0 > "X‏ حول الاعداد الصحيحة , فهل JX(t(X))‏ صحیحة؟ , و اذا كانت 
S(x)‏ هي الجملة 0 > "X^‏ فهل AX(S(X))‏ صحیحة؟ 

الحل: Le‏ ان العدد 1 ههو عدد صحیح ل * ,فان x‏ اکبر من صفر 0 < JX(t(X)) 031, X‏ صحيحة Ol Leg,‏ 
x^ > 0‏ خاطثة لأي عدد صحیح x‏ , اذن JX(S(X))‏ خاطتة. 


۱ 


اشرح ماذا الجملة VX(S(X))‏ — مكافئة للجملة .((5)1-)3 ؟ 


ان الجملة VX(S(X)‏ هي صحيحة اذا وفقط اذا ( S( X) (if and only if‏ هي صحيحة ولکل 
قيم × في الکون "universal‏ , وبالتالي فان VX(S(X))‏ — هي صحيحة اذا وفقط اذا ) (if and only if‏ 
توجد قيمة واحدة على الاقل ل x‏ بها تکون ( )5 خاطنة . والان AX.(S(X))‏ هي صحيحة اذا وفقط اذا ( 
and only if‏ ]1), توجد dad‏ واحدة على الاقل ل x‏ فيها —S(X)‏ صحيحة. وهلم جرا. 
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فان IX.(—8(X))‏ صحيحة اذا وفقط اذا ) (if and only if‏ توجد قيمة واحدة على الاقل ل x‏ 
فيها ( )5 خاطئة. هکذا وبالتالي لايهم اي مجموعة كونية نستخدم ل ) S( X‏ ,ان AVX(S(X))‏ و 
dx(-s(x))‏ سیکونان صحیحان لنفس الجمل ( X‏ )5 بالضبط. (بالضبط الظروف نفسها) . وبالتالي فان 
aVX(S(X))‏ و ((2)ک)2 متکافثتان لاي مجموعة كونية U‏ وجملة S( X)‏ . اذن هما متكافئان كتعبير 
jii‏ او نخميني Quantified Expression‏ . 


A 


وبنفس البرهان في هذا JULI‏ يمكننا توضیح المتكافئات في النظرية التالية: 


التعابيرا لقدرة( المقاسة) "quantified expressions"‏ التالية هي متكافئات equivalent"‏ " 

(a) Vx(s(x)) <> —3x(s(x)) 
(b (Vx s(x) at Vx(s( x) ^t) 

(3x s(x))^t <+ 3x( s( X) ^t) 
(Q Vx s(x))vt جه‎ Vx(s(x)vt) 

(3xs(x))vt > 3x(s( x) vt) 
(a (YXP) ^ (Vxq(x) <> VC pQ) ^ qG)) 

(o (Vxp(x)) v (Vxq(y)) > Vx( P(X) v q(x)) 


في الجملة التالیة: اوجد P , predicates J|‏ الذي يجعل ال معنى المتضمن Implication‏ خاطیْ. 
Vx3l yP(x, y) => alyVxP(x, y)‏ 


ان Py)‏ يدل على xty=0‏ , راجع جدول القیم الحقيقة (truth table)‏ جدول )2-1( طایدل على الضمن (p implies‏ 
D >q q‏ والجملة الشرطية كما اشرنا له في بدایات هذا الكتاب , فانه عندما یکون خاطئأ فهذا يعني ان وهي 


صحيحة وان q‏ هي BLE‏ . لذا فان VXdlyP(x, y)‏ هو صحيح (True)‏ وان Sy VxP(x, y)‏ هو خاطن. 
A‏ 
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1- لكل زوج من الاعداد الصحيحة × و GB, y‏ پوجد 2 كما في العادلة y = Z‏ + 2 . ان هذه الجملة يمكن کتابتها 
بدلالة الصيغة التالية: 


۷۷۷۵2] + 2 = y] 
: ان نفیها هو الجملة‎ 
بت‎ ۷۱۷۷22] ۷ + z = y] 
: وان مکافتها هو‎ 
—-VxVy3z[x + 2 = y] e 2320۳۷2] + 2 = y] 
جه‎ 30۳۷2] + 2 + y] 
فان مکافتها كمايلي:‎ AAXVYVZP(X, y, 2 ( اما الجملة التالية‎ -2 
—3xVyVzP( x,y,z ) > Vx-VyVzP( x,y,z ) 
€» Vxdy- VzP( x,y,z) 
€» Vx3dyVz-P( x,y,z ( 
هو خاطت.‎ P(X) 0l, x هو خاطن , وان التعبیر ( ا )28-1 يعني ( لبعض قیم‎ — VXP(X) ان التعبیر‎ -3 
. AVXP(X) ج>‎ AXAP(X ( اي ان التعبیرین متکافتان:‎ 
هو صحیح.‎ p(x) من الخطاً ان توجد × الى حد ان‎ ail) ان التعبیر ) )220۳ يعني‎ -4 
" it is false that there exists an x such that p(x) is true “ 


وان التعبیر VXP(X)‏ يعني (لایوجد × الى الحد ان P(X)‏ هو صحیح او لكل قیم x‏ ان P(X)‏ هو 
خاطی.) : there does not exist an x such that p(x) is true or for all x, p(x) is false”‏ " 


اي ان التعبیرین متکافتان:( Vx-P( x‏ جب ) —3xP( x‏ 


ان الجمل الرياضية mathematical statements"‏ " غالبا ماتتضمن quantifiers, predicates‏ , وادوات 
ربط منطقية "logical operators"‏ مثل تلك التعابير بالامکان ان تاخذ goo‏ مختلفة LS‏ في الامثلة التالية : 
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افرض ان المجموعة الكلية الشاملة (universe)‏ هي الاعداد الصحيحة وافرض )20 


Jui N(x) -1‏ على الاعداد الصحيحة غير السالبة (x is a none negative integer)‏ , وان E(x)‏ هی ان × عدد زوجی X)‏ 
(is even‏ , و O(x)‏ تدل على ان × عدد فردي (xis odd)‏ , واخيرا p(x)‏ تدل على ان × عدد اولي x is prime)‏ ) . فان 
الامثلة التالية Jig‏ نسخة التعابير بدلالة مجموعة الرموز اطنطقية logical notation"‏ ". 


There exists an even integer : يوجد هناك عدد صحيح زوجي‎ (Í 
J3xE( x ) 
Every integer is even or odd.. : صحیح اما زوجي او فردي‎ dus ب) كل‎ 
V x[E(x) v O(x)] 
: ج) جمیع الاعداد الاولية الصحيحة ليست سالبة‎ 
All prime integers are none negative 
Vx[(P(x) => X] 
The only even prime is two. : 2 العدد الزوجي الاولي فقط هو‎ (> 
V x[(E(x) ^ P(x)) > x = 2] 
هناك عدد زوجي اولي واحد وفقط واحد:‎ (o 
There is one and only one even prime 
3! x[E(x) ^ P(x)] 
Not all integers are odd : ليست كل الاعداد الصحيحة فردية‎ (s 
^V xO( x ),or 3x-O( x) 
Not all primes are odd: ليست كل الاعداد الاولية فردية‎ (5 
AV x[P(x)=> O(x)],or Vx[P(x) ^-0O(x)] 


G‏ اذا كان عدد صحیح لیس فردياً, فانه زوجي: 


If an integer is not odd, then it’s even. 


Vx[ =O(x) => E(x)]. 
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2- اعتبر ان املجموعة الكلية تمثل الاعداد الصحيحة وافرض ان P(X, Y,Z)‏ يدل على Xy =Z‏ . فان مایلی هو امثلة 
على الجمل الرياضية " "mathematical statements‏ والصيغ equivalent formulations 4S4‏ بمجموعة الرموز 
المنطقية : 


A.) "if x = 0, then xy=z for all values of y." 

Vx[ x =0 => VyP(x,y,z)] 
B ) “if xy = x for every y, then x=0.” 

Vx[ VyP(x,y,z) ج‎ x =0] 
C ) "if xy عد‎ z for some y, then x #0.” 


Vx[3y—P(x,y,z) > (x =0)] 


لاحظ ان التعبیر B. à‏ لاهکن وصفه ب [( 0 = x‏ ج Vx Vy[ P(x,y)‏ لان التعبیر الاخبر هثل التعبیر الخاطن 
التالي: 


“for all x and y, if xy =x, then x=0.” 


ان القيمة )1( ل x‏ والقيمة (1) y J‏ تمثل قيم de>‏ التعبیر خاطی اي انها counterexamples‏ بینما التعبير في B‏ هو 
Coe.‏ 5 


اکتب الجمل التالية کجمل بشکل صبخ formulated statements‏ : 
1-کل الاعداد الصحيحة اکبر من 10 : 10 :All integers greater than‏ 


Vx[x > 10] 

2-ا مجموعة الكلية تحتوي على ثلاثة فقط . 3 The universe contains only‏ 
vx[x=3]‏ 

For all x, p(x) is false هو صحيح.‎ p(x) 3-لكل قیم × , ان‎ 


Vx-p(x) 
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rss) 
(x +y= z) predicate تدل علی ال‎ 5) x,y,z) -1 
( X.y = Z) predicate تدل علی ال‎ P( x,y,z) -2 
(x < y) predicate تدل علی ال‎ L(x, y) -3 
اکتب الجمل‎ , N) 1,2.....( : اي‎ (natural numbers ( افرض ان المجموعة الكلية هي مجموعة الاعداد الطبيعية‎ 
: formulated statements التالية بدلالة الرموز‎ 
No x is less than 0 : ليست اقل من صفر‎  -1 
—3x[L(x,0)] او‎ Vx[AL(x,0)] 

2 لكل × و ر,ان هناك diz‏ الحد ان 7= ۷ + 2 : 

For every x and y, there is a z such that x + y =z 


VxV y3zS (x, y,z) 


ان النظام الرياضي (mathematical system)‏ يشتمل على بدیهیات او حقائق مقررة (axioms)‏ , وتعریفات 
(definitions)‏ , ومصطلحات غير معرفة (undefined terms)‏ . فالبدیهیات يفترض انها صحيحة true‏ . اما التعریفات 
فتستخدم لابتکار مفاهیم جديدة بالاستناد الى المفاهيم الصحيحة الموجودة قبلها. وان بعض الصطلحات من الصعب 
تعریفها بسهولة لکن ذلك ممکن بواسطة البدیهیات . كما انه هکننا اشتقاق بدیهیات في النظام الرياضي الذي نتحدث dis‏ 
هنا. 

اما النظرية (theorem)‏ فهي قضية ) (proposition‏ قد بُرهنت لتکون صحيحة .وان بعض انواع النظريات 
یشار لها کاستدلالات او cob Js‏ اشتقت من نظریات اخری corollaries)‏ ), أو الى نظریات غبرمهتمین بصحتها (lemmas)‏ 
لکن تستخدم لبرهنة نظریات اخری 

ان desu!‏ التي تقیم الصدق للنظرية تسمی البرهان proof)‏ ).اما النطق (logic)‏ فهو الاداة لتحلیل البراهین 
. وفي هذا الجزء سنصف بعض الطرق العامة في البرهان وسنستخدم المنطق لتحلیل الحخجج الصحيحة والباطلة ) valid‏ 
and not invalid arguments‏ ( .وکذلك سندرس الاستنتاج (الاستقراء ) الرياضي (mathematical induction)‏ لاحقا 
و براهين الحل (resolution proofs)‏ اللذین هما طرق برهان dole‏ .وفیمایلی سنتناول بعض الامثلة التى تخص الانظمة 
الرياضية ١ ۱ .) mathematical systems)‏ 
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1- الهندسة الاقليدية (Euclidean geometry)‏ تزود مثالا ف النظام الریاضی . " "axioms‏ 
مب یگ JU.‏ $ بر ge z‏ 
ماپاي: 


1- اعطاء نقطتین (two points)‏ محددتین فانه dogs‏ بالضبط خط مستقیم واحد line)‏ ( يشتمل علیهما. 


2- اعطاء خط line‏ ونقطة منفصلة distinct point) dis‏ ) فانه يوجد خط واحد بالضبط يوازي الخط الار 
بالنقطة . 


ان مصطلحات خط (line)‏ و نقطة (point)‏ هي مصطلحات غير معرفة , والتي هي سهلة التعریف باستخدام 
البديهيات التي تصف خواصهما. 


1- يتطابق امثلثان اذا كان بالامكان تطابق رؤوسهما لكي تكون اضلاعهما وزوایاهما المتماثلة متساوية 


2- تكون الزاويتان متكاملتان (Supplementary)‏ اذا كان مجموع قياسهما 180 درجة. 


الاعداد الحقيقية تزودنا بمثال اخر عن النظام الرياضي mathematical system"‏ " 


1- لكل الاعداد الحقيقية x‏ و y‏ ,ان das cles Xy = YX‏ برهانها. 
For all real numbers x and y ,xy = yx.‏ 
2- هناك مجموعة جزئية P‏ للاعداد الحقيقية تحقق (I)‏ و (ب) ادناه: 


:there is a subset P of real numbers satisfying: 


P gla! Xy و‎ XHY ,فان‎ ۲ à y أ) اذا كانت × و‎ 


If x and y are in P , then x+y and xy are in P. 
عدد حقيقي , فانه بالضبط واحد من الجمل التالية هو صحیح:‎ x ب) اذا كانت‎ 


If x is a real number, then exactly one of the following statements is true. 


x is in P, x70, -x is in P 
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1- ان العناصر Pg‏ المشار الیها في البدیهیات اعلاه تدعی اعداد حقيقية موجبة . 
2- القيمة المطلقة (|X|)‏ ل × , تعرف لتکون x‏ اذا x‏ موجبة او صفر و x‏ ماعدا ذلك. 


وفيمايلي نعطي بعض الامثلة (theorems) OL AW‏ والاستدلالات النظرية (corollaries)‏ و مایسمی ب (lemmas)‏ 
المشار اليهما في فقرة البرهان اعلاه .وذلك من خلال الهندسة الاقليدية ونظام الاعداد الحقيقية . 


1- اذا كان ضلعان في مثلث متساویین فان الزوایا ALLEL!‏ لهما متساویتان. 
if two sides of a triangle are equal, then the angles opposite them are equal.‏ 
2- اذا كان قطري شکل رباعي پنصف احداهما الاخر فان الشکل الرباعي هو متوازي اضلاع. 


If the diagonals of a quadrilateral bisect each other, then the quadrilateral is a parallelogram. 


1- اذا كان مثلث متساوي الاضلاع فانه متساوي الزوایا. 
If a triangle is equilateral, then it is equiangular.‏ 


وهذه مشتقة Il‏ من النظرية الاولی في JEL!‏ )52-1 ( اعلاه. 


X عدد حقيقي‎ JSJ (X.0 = 0 ( bào مضروبة في صفر تساوي‎ x ان‎ -1 
x.0 0 for every real number x . 


2 لكل الاعداد الحقيقة y,X‏ و Z‏ ,اذا کانت x‏ اقل او تساوي y gy‏ اقل او تساوي 2 x OB,‏ اقل او 
تساوي 2 . 


For all real numbers x, y and z, if XS y and y S 2 , then 2 > 7 


n-1=0 هو موجب او‎ N- 1 عدد صحیح موجب , فانه اما‎ n OW اذا‎ -1 
if n is a positive integer, then either n-1 is a positive integer or n-1=0. 


بالتاکید ان هذه النتيجة غير مهتمین بصحتها لکنها ممکن ان نستخدمها لبرهان نتائج اخری: 


For all ی‎ NM Sall و وال‎ J themg(x, Xo. 

ان هذه الجملة الغبر محددة الشاملة تزودنا بالجملة الشرطية التالية: 
G(X, XX, )‏ 117611( نو ریا if‏ 

والتي هي صحيحة لكل القیم Xn)‏ .ورو ) في المجال الذي نتحدث dic‏ ولبرهنة هذه الجملة 

الشرطية , نفتوض ان ,و وو و هي اعداد عشواثية في الجال الذي نتحدث عنه. قاذا كانت 

Eb 0) X, ,....,, (‏ , فانه Lab‏ للتعريف رقم 2-1 (وجدول القيم للجمل الشرطية1-2 ), فان الجملة 

الشرطية المذكورة هي صحيحة. لهذا نحتاج الى الحالة التي فيها ) D(X,,X,,...., X,‏ صحيحة. ان البرهان المباشر a‏ 

direct proof )‏ ( يفترض ان ( ,....,X,‏ ولو D(X,‏ صحيحة ومن ثم تستخدم ( ,,...., ولو P(X,‏ بالاضافة الى 


نظريات اخرى dis,‏ تعاريف و نظريات مشتقة سابقا لبيان بشكل مباشر ان ( م06,...., )008,7 هي صحيحة. 


اعطي bles}‏ مُباشراً للجملة التالية: 
لكل الاعداد الحقيقية X5. d,,d,,d‏ انه: 
اذا كانت 4 تساوي الاقل min{d,,d,}J‏ و x‏ اقل او تساوي d‏ ,فان x‏ اقل اوتساوي d,‏ و d,‏ 


if d= min(d,d) and X € d , then X < di ana X<d, 
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اننا نفرض ان X 7 d, ,d, ,d‏ اعداد حقيقية عشوائية (arbitrary real numbers)‏ وبذلك فانه AL‏ ان نفرض )20 
d= min{d,d} and X € d ,‏ 
هو صحيحاً . وم ثم نبرهن ان: 
and X > d,‏ 0 > 2 
هو صحیح Las!‏ 
من تعريف الاقل (min)‏ فانه ينتج ان : 
d, and d < d,‏ > 0 
ومن العلاقة: 


Xx > 0 and d < d, 


( 54-1 JEL! (انظر النظرية السابقة الجزء الثاني في‎ X € d, نستنتج ان‎ WE 
, 54-1 JULI بالاستناد الى نفس النظرية في‎ X ك‎ d, فاننا نستنتج ان‎ d > djand × > 0 : ومن‎ 
: لذا فان‎ 

X € d, and 5 و0‎ 


A 


من جانب اخر فانه توجد هناك تقنية ثانية للبرهان تدعی البرهان بالنقض ) proof by contradiction‏ ( . ان البرهان 
بالنقض يؤسس المثال 55-1 اعلاه وذلك بفرض ان الفرضية م هي صحيحة وان النتيجة 4 هي خاطئة ومن ثم استخدام م 
و Tq‏ بالاضافة الى بدیهیات اخری وتعاریف Gb big‏ مشتقة نستنتج النقض للبرهان (contradiction)‏ . ان البرهان 
بالنقض هو قضية proposition)‏ ( بالصيغة التالبة: 


(rA-—r) 


Cus,‏ ۲ هو él‏ عبارة مهما تکون. ان البرهان بالنقض يدعى احیاناً البرهان غير المباشر indirect proof)‏ ( نظرا لتأسیس 
المثال 55-1 مستخدمين البرهان بالنقض فانه هکن لأحد ان يستنتج ( ۲¬ ۸ ۲ ) ومن ثم يستنتج ان العلاقة في المثال 1- 
5 صحيحة. 

ان الفرق اللوحيد بين الفرضيات في البرهان اطباشر والبرهان بالنقض هو النتيجة المنفية negated conclusion)‏ ) , حيث 
في البرهان المباشر ان النتيجة المنفيةلا تفترض 
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not assumed)‏ ( لكنها تفترض( (is assumed‏ في البرهان بالنقض. ان البرهان بالنقض رما يُسوّغ ملاحظة ان 
العبارتان : 


pq and p^p —r^r 


متكافئتان , انظر الجدول(20-1) التالي:, p‏ هي نفسها Sp‏ ونفس الشئ بالنسبة ل 7. 


۲ | ٩ E ped PAm FAT ۲ج وم‎ 
1 T T F F T 
im jer F T F F T 
T |F T F T F F 
T |F F F T F F 
F | T T T F F T 
F B F T F F T 
F |F T T F F T 
F |F F T F F T 
20-1 جدول‎ 


في هذا JULI‏ سنعطي برهاناً بالنقض proof by contradiction)‏ ) للجملة التالیة: 
لكل الاعداد الحقيقية x‏ و ۲, اذا كانت 2 < ل[ + × فانه اما 1 < ۶ او Y21‏ 


For all real numbers x and y, if X + y 2 2 , then either X = 1 or y2 1 


افرض ان النتيجة (y 21 or X21) (conclusion)‏ هي خاطئة حسب تعریف البرهان بالنقض .اذن X«1‏ و 


y > 1‏ ( تذکر ان نفي ال OR's‏ ينتج ال ANDs‏ ). انظر ايضا الى قوانین دهورکان للمنطق ) De Morgan laws for‏ 
(logic‏ في اطثال 16-1 . 


استخدام النظرية السابقة , نضیف امتباینات (inequalities)‏ 1 > × و 1> ل لنحصل على : 
x+y<1+1=2‏ 
p Jié oles‏ 
عند هذه النقطة تم اشتقاق النقض 0¬ ^۸ 0 , حیث في الجملة الاصلية ان : 
p:xt+y22‏ 
وهو پناقض ماحصلنا عليه =p (gl)‏ . ومن هنا نستنتج ان الجملة في مثالنا هذا صحيحة. 
من جانب اخر افرض اننا اعطینا البرهان بالنقض للعلاقة في المثال 55-1 والتي فيها كما هو في هذا JELI‏ اننا استدللنا 
(deduced)‏ على رب . وبالواقع اننا برهنا : 
q> pP‏ 
وهذه الحالة الخاصة من البرهان بالنقض تسمی البرهان ضد الحقيقة (contra positive)‏ اي عکس النتيجة الفعلية 
الحاصلة . ان في ly‏ البرهان يجب ان نتاکد ان الحجج الستخدمة صحيحة valid)‏ ). 
A‏ 


الحجة (an argument)‏ هي تتابع من العبارات تکتب كمايلي: 


D; 
P2 
Pn 
~q 
Or سس بر‎ DS 6d 
òl. conclusion والعبارة و تدعی النتيجة‎ ( hypothesis (or premises) ) قدعی‎ D, ,.......- Dp, ان العبارات‎ 


الحجة الصحيحة تزودنا بمايلي: انه اذا كانت ,2 , ر D, ANd‏ كلها صحيحة فان 4 يجب ان تکون صحيحة. 
وغبر ذلك ان الحُجَّة غير صحيحة ( invalid‏ ). 


A 
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اما في الحجة الصحيحة (true argument)‏ , اننا احیانا نقول ان النتيجة تستنتج من الفرضية . لاحظ اننا م نقل ان النتيجة 
صحيحة true‏ . نحن LIB‏ فقط اذا انت اخذت الفرضية كأمر مسلم به, فانت يجب ان تأخذ النتيجة كأمر مسلم به ايضأً. 
اخيراً ان الفرضية صحيحة بسبب صیغتها ولیست بسبب محتواها. 


حدد فیما اذا كانت الحجة argument‏ التالية صحيحة : 


pq 


p 
q 
وكمايلي:‎ argument ننشئ جدول القيم لكل العبارات ال مكونة للحجة‎ 


ومن خلال جدول القيم اننا نرصد انه عندما D -< q‏ و p‏ كلاهما صحيح فان النتيجة q‏ صحيحة ايضأ انظر جدول (2- 
JWI (1‏ الذي سبق وان ذكرناه فيبداية هذا الفصل, وبذلك فالحجة صحيحة argument is valid)‏ (. 


p 4| ۲ << 4 |p q 
T E T T T 
T 3 T F 
F E T F T 
F BE T F F 


هو انه بالامکان تجنب LLS‏ جدول القیم وبالاثبات المباشر هو انه مادامت النظرية صحيحة فان النتيجة ايضأ ستکون 
صحيحة. افرض ان 0 حدم وم کلاهما صحیح , ومن ثم فان q‏ يجب ان تکون صحيحة وفیماعدا ذلك فان 
pq‏ يجب ان تكون خاطقتة. ال ذلك ف سان à ad‏ ص حيحة. 
A‏ 


ان الصيغة الضادة للحقيقة ( (contrapositive form‏ للجمل الشرطية تقودنا الى مبداً الاستنتاج ا مضاد للحقيقية 
contrapositive inference)‏ ( وهي ALS‏ 


From ¬{ — —p we may conclude p > q. 


اي من الجملة الشرطبة AP‏ ج AQ‏ نستنتج الجملة الشرطية q‏ ج D‏ 


استخدم البرهان بالاستنتاج المضاد للحقيقة لبرهنة انه لكل pais‏ ۸ في الکون للاعداد الصحيحة الموجبة انه اذا كان مرب 
اكبر من (N? < 100) ate‏ ,فان ۸ اكبر من 10 . 


if n° >100,then n> 10. 


1- سوف نفترض الجملة (10 > (— اي ان n‏ ليست اکبر من 10 , ونشتق الجملة )100 > )¬ موضحین ان 
)10 > ۸)¬ تشتمل —(n^ < 100) tas‏ اي ))100 > ")¬ (X n < 10) implies‏ وبالتالي 
—n»10) > ~(n° >100)‏ 

هي صحيحة لي بالاستنتاج المضاد للنتيجة الفعلية نبين ان : 
(n^ »100) 5 (n» 10)‏ 


2 نفترض ان n‏ ليست اکبر من 10 ((10 > (AN‏ وهذا يعني ان n.‏ اقل او تساوي عشرة )10 > (N‏ ومن ثم 
فان : 


n.n=n.n<10.10 


وهذا بمعنى انه اذا كانت ۸ ليست اكبر من 10 (اقل من 10).. فان مربعها n^‏ ایضا لیس اکبر من 100 (اقل من 100) . 
اذن وبواسطة الاستنتاج المضاد للحقيقة , اي العکس صحیح ايضا وهو اذا 100 < n?‏ فان 10 < :n‏ 


if n° >100,then n> 10. 


وهذا حسب الصيغة التي اشرنا اليها في بداية الاستنتاج المضاد للنتيجة الفعلية وهي : 


from ~q — —p we may conclude D > q. 


.( irrational number) عدد غير نسبي‎ J7 ان‎ OLS (proof by contradiction استخدم البرهان بالنقض(‎ 


11 
1-نفرض ان —— = ليه وباقل نسبة عامل مشترك (lowest terms)‏ اي 1 , اذن n‏ = 7~ 111 
m‏ 


(ضرب الطرفين بالوسطين ) ومن ذلك یکون: m * = n?‏ 7 . 


قد sae ge Toei vies‏ اول یل ان يكون مغاملة ل H‏ , فانه يجب ان یکون Soles‏ ل n.‏ .لکن ان تکون ال 7 
عاملاً ل 7 , فان ۸ يجب ان تكون 76 لبعض القيم الصحيحة ع1 . ومن ذلك يكون: 


7m? = (Tk) = 49k" 
اذن:‎ 
m’ = Tk? 


لکن وکما في # فان 7 يجب ان تکون عاملاً Lal‏ ل m‏ . وبذلك تکون 7 عامل مشترك بين n gm‏ ,وهذا يناقض 
الفرضية في البداية ( اقل نسبة عامل مشترك ). وبسبب ان اي کسر عددي يعبر dis‏ باقل نسبة عامل مشترك . اذن الفرضية 


n 

س = V7‏ فرضية خاطئة A/7 eU.‏ عدد غير نسبى. . ويمكننا بنفس الطريقة اثبات ان 43 و 
١ m‏ 

3/3 هما ايضا ليسا اعداد نسبية . A‏ 


ان النظرية الرياضية هي عبارة عن جملة لها الصيغة : 


"if p,q....,then t" 


9] 


او اکثر وبشکل رمزي : 


ان الجمل م و q‏ تدعی ب الفرضية (hypotheses)‏ والجملة t‏ تدعی النتبجة conclusion)‏ ), ولبیان مثل تلك الجملة 
صحيحاً WE. true‏ نقیم Old (argument) dao‏ انه حينما تکون الفرضية صحيحة فان النتيجة صحيحة 


وهذا مایفترضه البرهان الباشر (direct proof)‏ . 
البرهان المباشر للنتيجة من الفرضية هو سلسلة من الجمل : 
first statement‏ 
second statement‏ 


last statement which represent the conclusion 


ان الجملة الاخبرة تمثل النتیجة (conclusion)‏ وان JS‏ من الجمل الاخری هي اما Jig‏ فرضية او Lë‏ حقائق او معلومات 
رياضية mathematical facts)‏ ) , او تمثل النتيجة لتطبیق الاستنتاج اطباشر الى الجملتین السابقتین قبلها. 


برهن باستخدم البرهان الباشر (direct proof)‏ انه اذا العددین الصحیحین m‏ و 7# من مضاعفات العدد 3 فان 
مجموعهما ( 11 + M‏ ) هو مضاعفات 3. 


1- الفرضية: 

افرض ان کل من m‏ و n‏ هو من مضاعفات العدد 3. 
2- الحقيقة الرياضية المقبولة : 

اذا كانت m‏ من مضاعفات العدد 3 , فانه توجد بعض الاعداد الصحيحة i‏ الى الحد ان 31 > 77 . 
3 - الاستنتاج الباشر 

m = 3i : ان‎ 

نکرر الخطوات نفسها n J‏ لنحصل ف النتيجة على 3 = 11. 


اذن اذا 37 = m‏ و [3< 7 ,فان ق + 31 < m+n‏ 
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ولذلك الغرض فان : 

m-4n-3i-3j 
وباخراج عامل مشترك بينهما فان:‎ 

m+n=3(i+ j) 


وهي حقيقة مقبولة . وبالتعریف اذا كان يوجد عدد k gao‏ , حيث )3 = n‏ + 11 ,فان m + n‏ تعتبر مضاعفاً 
ل 3 . ومن اجل ذلك الغرض فان )1 + 171 ) هو مضاعفات 3 . وهذا الاخبر هثل استنتاجاً مباشراً 


A 
n) عدد زوجی . ملاحظة:‎ Lal فان مجموعهما‎ (even numbers) اعداد زوجية‎ n 9m انشئ برهاناً مباشراً انه اذا كانت‎ 


تعني عدد زوجي اذا كان n-2j‏ لبعض الاعداد الصحيحة Gj‏ 


اذا كان 2 عدد زوجي , فحسب اطلاحظة ان n-2j‏ وهذه حقيقة مقبولة رياضياً تتعلق بتعريف العدد الزوجي.وبما ان m‏ 
و n‏ هما عددان زوجيان (الفرضية) فانه توجد بعض الاعداد الصحيحة 1و ژبحیث ان g9m=2j‏ 2-21 . وهذا 
يعطينا ان : 


m.n = 2i.2 j = 2.(2ij ) - 2k, 


=k Ue‏ [21. ومن ناحية ثانية "اذا كانت mn = 2k‏ فان mn‏ عدد زوجي", فان هذا يعني ان mn‏ عدد 
زوجي (استنتاج مباشر ). A‏ 


اكتب جدول القيم للجملة D <> q‏ والجملة ( 0 © p‏ )¬ . والان اعطي برهاناً مباشراً direct proof)‏ ( انه اذا 
كانت م و q‏ هما See‏ فان 4 P<‏ تکافن الجملة p Dq)‏ )-.انظر جدول )21-1( 


P q P C» q = P e q 

T T T T T T T F T 

T F T F F F T T F 

F T F F T F F T T 

F F F T F Jt F F F 

step 1 2 1 3 1 2 1 
)21-1( جدول‎ 
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اذا pq‏ و A pOq)‏ كان لهما نفس الصف العمودي Lal‏ في جدول القیم لهما جدول )21-1( , فانهما 


متكافئان وهذه حقيقة مقبولة . ومع ذلك بواسطة جدول القیم اعلاه نری ان لهما نفس الصف العمودي ( الجزء المظلل 
بالجدول ) , اذن هما متکافثان (استنتاج مباشر ). 


A 
. even number فان مجموعهما عددا زوجياً‎ ,) odd numbers) كلاهما فردياً‎ ns m انش برهاناً انه اذا كانت‎ 


ملاحظة : تعريف العدد الفردي انه m‏ تعتبر عدد فردي اذا كان 1 + 2 = 11 لبعض القيم الصحيحة j‏ 


n is odd if and only if n = 2j + 1 for some j 


اذا كانت m‏ عدد فردي , فانه من التعريف ان 1 + 21 = 171 لبعض قيم i‏ الصحيحة , واذا كان n‏ عدد فردي ايضاً , 
فان 1 + [ 2 = 11 لبعض قيم ز الصحيحة . 


وعند جمع العددين الفردين n gm‏ ينتج مایلی: 
m+n=2i1+2j+2=2(i+ j+1)‏ 


وم ذلك اذا كانت 216 = 1 + 171 لبعض القيم الصحيحة k‏ , فان هذا يعني ان MEN‏ هو عدد زوجي. فبما ان 
i+ [ + 1‏ هو عدد صحيح WV‏ ذو زو 1 كلها اعداد صحيحة . فاننا نستنتج ان MEN‏ هو عدد زوجي . ومن اجل 
ذلك اذا کانت  ng‏ کلاهما (odd numbers) bos‏ , فان مجموعهما even number) i2» joue‏ (. 


A 
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تمارين الفصل الاول 
1-Convert the following statements into symbolic form, using p for X < —] and q for x >2‏ 


a- x? > 2 or xls b- x«-1 or x? > 2 


-X2-laa xc ۾‎ ×7 > 2 


2- Show the logic diagram and discover the final outputs for all possible inputs for the following 


statements : 


„PV (qar) e (D^q)v(p^r) 


3-Write down and explain the truth table for the symbolic compound statement given: 


p 9 (pv q) 


4-Draw the Venn diagram that illustrates the equivalence of the following compound statements: 


pv(q^r)e&»(pvq)^(pvr) 


5-Write down and explain the truth table for the symbolic compound statement given: 


)( © q)^-(rGgq) 


6- Show the logic diagram and discover the final out put for all possible input for the following 


statement: 


a (DA(qV-p) p ۷ aq 


95 


7-Evaluate each proposition in the following for the truth values: 


p=F, q=T, r=F 


Pv (q ^r) 


„(Pv q)^(p vr) 
8-Write the truth table of the following: 
(PV (۸ Pp 
»(PV q)v م‎ 


9-Determine whether each statement is true or false 


1-5 > 7 and 9<7 
2-it is not the case that ( 9 < 7 and 9 < 7 ) 


2 < 0 


3-for every real number x, X 


10- Write the statement: “if 2 < 5, then 6 > 8 ۴ symbolically , and write the contrapositive and 
converse both symbolically and in words.Then find the truth value of each statement. 


11- Show that DA implies م‎ V (=p A q) 3 


12-Assuming that p is true , q is false, and r is true , find the truth value of each proposition: 


(D^q)o ri 
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(pv q) >r 
DA(q .و( ج‎ 


PG ال‎ x 


13-Verify the following proposition 
pov OS PA 


14-Write symbolically and find the truth value of each conditional statement and its converse 


if 1 > 2, then 3 > 6 
2- if 1 > 2 then 3 > 6 


15- Prove each of the following statements : 


-p جه‎ q = م)‎ > q)^(q p) 


16-10۲ every real number x, if X > 1, then X + 1 > 1 is true. 


1-Assuming that p is true, q is false, and r is true, find the truth value of each statement: 


a) (pv q) + —r b p> م ج و)‎ 


c) When does the statement “if X > 1 , then X + 1 > 1” is true? 
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17- if P is proposition function prove each following proposition has the same truth value. 


( VxP (x) 55x p(x) 


18- Let P(x, y) be the statement: 


if x! <y’,then x<y 


The domain of discourse is the set of real numbers, prove the statement: 


for every x, every y, P(x, y) is false 


19-using proof by contradiction to prove the following statement: 


For all real numbers x and y, if X + y >2 , then either X = 1 or y < 1 


20-determine if the following argument is valid: 


pq 
p 


21- Prove the following using resolution: 
l. avb 
2. avc 


3. cvd 


"bvd 
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22- Find a counter-example to each of the following statements about positive integers n 
2 3 2 
p2n ERS ERE 


3 2 
2-16 N is a prime, then 12 and N — n +N havea common factor. 


n 
. n- 
23-Rewrite the sum 2 ir” replacing the index i by j , where j=i+1 
i=0 


24-If {a i ۳ is a sequence, define the sigma and product notations of that sequence. 
25 Is the statement (3 +5= 35) e (2 +7= 10) true or false? How?. 


26- Find the truth table of the statement ( pv q) ^ - 0و مم‎ ) 1 


27- Show that for every real number x, the statement: 


If X >1, then X + 1 > 1 is true. Then find the universally quantified statement, and explain if it is 


true or false. 
2 
28- Define the sequence > t, > by the rule t, =n — 1, n>1. 


29- Let R be the relation on X = fi, 2; 3, 4} defined by (x,y) eRifx< y, 
X,ye X . Find the relation R. 
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30-Given 0 = {(1,a),(2,b), (3,c)} a function from X = 11, 2; 3} to Y = {a,b,c} 
and f= {(a, y), (b,x), (c, z)] a function from Y to Z = {x,y,z} Find the 


composition function from X to Z. 


31- If the universe is the set of integer I, Find the predicate of each of the following statements, 


Then show the truth of each one: 
1-۷ > x+ 2[ 
2:5 ۷ s2 
3- VxVy[x + y > x] 


32-Rewrite the following statement into logical notation: 


a- if an integer is not odd, then it is even. 


b- if Xy FZ for some y, then X # 0 


c- every integer is even or odd. 


33- The symbolic statements —( pV q) and (=p A Aq) are equivalent. Substitute 
the statement X < Û for pand XZ 10 for q using the integers as a universe. Find the truth 


sets of the resulting statements. Are the resulting statements equivalent? 


34- Draw a Venn diagram that illustrates the equivalence: 


pv(qvr)S(pyqyr 


35-Using a proof by contrapositive inference, prove that, for each member n of the universe of 


positive integers , if n >25 then n» 5. 
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36- Give an example that explains why -3x( p(x ) is not equivalent to 4x (- P (x )) : 


37- Prove that if p and و‎ are statements, then ) D — q ) is equivalent to (~p ۷ q). 


Hint ; use the truth table. 


38- If the universe is the set of integers I, explain the following statement and determine when it is 


false and when it is true. Also; find the predicate of this statement: 


VxVy[xty>x] 


39-Construct an indirect proof that if m’ is even „then m is even. 


» « 


40- If p, r, and s are the statements; “ x is prime integer", “x> 2" , and “ x is even integer” 


respectively. Which of the following are true and which are false? . Give an example. 


(a)Vxp(x) (c)3x( p(x) ^ s(x)) 
(b)dxp(x) (d)Ax(p(x) ^ s(x) ^ r(x) 


41- Rewrite the following statement in symbolic form, using the abbreviations s(x) for “x is an 


even integer”. t(x,y) for” X < Yy,” r(x) for “x is a square,” and q(x ,y) for “ y = x) , the universe 


for both x and y is the set of positive integers. 

(a) For each y, if there is an x such that y — x , then y is square. 
(b) For each x , if there is an x such that y — x? , then x is square. 
(c ) y is square if there is an x such that y — x : 


(d) For each x and y, if y — x, then X € y. 


(e) There is no x such that x is a square and x is an even integer. 
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42-Write down the set of order pairs of the relation described the relationship between x and y 


given by x is related to y if | X—y [S 1 on (1, 2, 3, 4}. And draw a digraph of this relation. 
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الفصل الثاني 
الاستنتاج (الاستقراء) الرياضي 


MATHEMATICAL INDUCTION 


en te‏ کت 
في واحد من النماذج امثالية للحاسوب اطتوازي parallel computer)‏ ( انه توجد عدة معالجات (processors)‏ من 
ضمنها معالج اساسي (master processor)‏ يتحكم à‏ النظام بشکل کامل. وفي هذا النموذج کل معالج پرسل رسالة الى 
اثنين اخرین (ماعدا ال معالج الاساسی) , وکل واحد پستلم رسالة من معالج واحد بالضبط. وعندما المعالج الاساسي )432 
رسالة يريد ارسالها الى حاسوب اخر , فانه اولا يجب ارسالها الى معالجین اثنين ,وهؤلاء یرسلانها الى المعالجين الخاصّين بکل 
logic‏ في الخطوة القادمة وهکذا. في ميكانيكية کل مرحلة انه مجرد ان تستلم رسالة ترسل الى معالجین اخرین , وبذلك 
فان العالجات das‏ فيما بینها communicate)‏ ) . ولنبین هنا بعد m‏ من مثل تلك اطراحل من ارسال الرسائل ,ان عدد 

امعالجات التي ادرکت الرسائل هو: 


1+2+4+....... 420 op 2942531 22پ‎ +2” 


كيف وجدنا المجموع, فلاتوجد هناك خدعة کاستعمال صيغة كاوس التالية: 


n 
Yi- n(n +1) 
2 


i=l 
نحصل على النمط التالي:‎ (n — 1, 2, 3....) مثلاً‎ , n مع ذلك اذا جربنا بعدة قیم مختلفة ل‎ 


= 32 + 16 + 8ق + 4 + 2 + 31:1 - 16 + 8 + 4 + 2 + 15:1 - 8 + 4 + 2 + 1 ,7 - 4 + 3- 4 + 2 + 1 :3 - 2 + 1 
;63 = 32 + 31 


وهکذا . في کل من الحالات السابقة اننا اضفنا الجموع السبق (preceding sum)‏ الى الحد Cur, 2m‏ نری ان الجموع 
السبق هو( 1= 2 .ما تيف جرع D ba all‏ , تحصل de‏ 
aa -1 = 21-1‏ 2۴+(1- 2۳) 


بمعنى اخر ان الصيغة السابقة تصبح: 
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من الصيغة اعلاه هکننا الحصول على سلسلة من الصيغ تعتمد على قيم ع1 التي سنعوضها ب 8 . 


وسنبین كيف ان صيغة ما نحصل علیها من الصيغة التي قبلها .بمعنى اخر سنری كيف الصيغة ل ) >1 > (N‏ تشتق من 
الصيغة ل (1- (n = K‏ . اذن على اساس ذلك ان النمط يستمر الى الابد. وبالتالي نستنتج ان الصيغة نافذة لكل قيمة 
من قيم المتغير n‏ . وهذا هو جوهر التفكير وبخاصة الاستنتاج بواسطة الاستنتاج الرياضي. 


ان Ael SEL!‏ يوضح مبدأ الاستنتاج الرياضي Guts, (principle of mathematical induction)‏ كيف ان الاستنتاج 
الرياضي يستخدم بطريقة اكثر عمقا, افرض ان :]1[ 


. (n ) ترمز الى مجموع الاعداد الصحيحة ال موجبة الاولى‎ Og 


Sq =142434....4n 


افرض ان احدا زعم ان العلاقة هي: تس = و5 لقيم ( ٠.‏ ,1 = 1). اذن مجموعة من الجُمل 
يمكن الحصول علیها کمایلی: 
S, _ 10710 _‏ 
2 
MC‏ لاتير 
2 
S eco wag‏ 
2 


ولو فرضنا ان الجُمل المذكورة اعلاه كانت صحيحة . اذن يجب علینا ان td‏ ان كل الجُمل التي تسبق على سبیل المثال 
ا معادلة نسبة الى ]1(5 (n+‏ هي ايضا صحيحة, ومن ثم لنبرهن UWL‏ ان صيغة المعادلة : 
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۳ n(n +1) 


Sa 5 


تحقق الطلوب .فلو كانت الجمل التي تسبق الجملة 1(5 (N+‏ صحيحة , فبشکل خاص ان العادلة nth‏ صحيحة 
ب _nn+D‏ 
2 


ايضاً اي و٩‏ صحيحة. والان يجب ان نبين ان المعادلة )1(5 (N+‏ هي صحيحة من خلال استبدال 
قيمة n‏ ب (1+ه) : 


(n+1)(n+1+4+1) 

Bude ge 
وطبقاً الى التعریف:‎ 

Sq =142434+...4n 
: فان‎ 


(n +1)‏ + م +.... +2+3 +1-ح Sq,‏ 
ونرى ان Sp‏ هي ضمن Spat‏ اذن: 
Sq +(n+1)‏ = $5.1 
وبربط المعادلتين Sp‏ و Sny‏ نحصل على : 


_ م‎ * D(n-*2) 
E 2 


n(n +1) D 


Say =5, +2 +1 n +1 


ان في برهاننا هذا استخدمنا الاستنتاج الرياضي بخطوتين : الاولى تحققنا من ان الجملة نسبة الى n=1)‏ ( كانت صحيحة , 
والثانية افترضنا ان الجمل (1, 2 (n...‏ كانت صحيحة وبرهنا اخيراً ان الجملة نسبة الى (N+ l)St‏ هي صحيحة 
am Lal‏ ان في Slay‏ الجملة نسبة الى ]1(5 (N+‏ سمحنا باستخدام الجمل (1, 2 (n. ss‏ . وان العملية هذه هي 
اننا استخدمنا الاستنتاج الرياضي لنجعل الجمل (1, 2 SIS (n...‏ علاقة مع الجملة نسبة الى 1(5 + .(n‏ 


ان ماذكرناه اعلاه يعتبر اساساً لوضع مبادئ الاستنتاج الرياضي principle of mathematical) induction‏ التالیة: 
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افرض ان S(N)‏ تمثل جملة حول التغیر n‏ ( عدد صحیح موجب ), ذلك انها اما صحيحة او خاطثة . 
وافرض ان : 
1- الجملة S(1)‏ صحيحة True‏ , واذا كانت 


2- الجملة S(1)‏ صحيحة لكل القیم (1+ 1 > 1) , فان الجملة )1+ S(n‏ صحبحة ايضاً . وبالتالي فان S(n)‏ 


صحيحة لكل عدد موجب (n)‏ 


Suppose that for each positive integer n we have a statement S(n) that is either true or false. 
Suppose that: 


Jie S(1) is true 
2-if S1) is true , for all i<n+l , then S(n dr 1) is true . 


Then S(n) is true for every positive integer n. 


ان الجملة )1( ضمن مبادی الاستنتاج الرياضي الاساسية اعلاه تدعی الخطوة الاساسیة (Basic Step)‏ والجملة الشرطية 
تدعی احياناً خطوة الاستنتاج Inductive Step)‏ ). 


او هکننا الاشارة Lay!‏ الى مبادی الاستنتاج الرياضي كما پلي: 


افرض S(n) Si‏ تمثل جملة حول ml‏ 8 , 
1- فاذا كانت الجملة (5)1 صحيحة (true)‏ 


cats 2‏ الجملة (1- S(k‏ تتضمن الجملة S(k)‏ لكل (1 > (k‏ فان الجملة S(N)‏ صحيحة لكل الاعداد 
الصحيحة الوجبة (n)‏ 
Let S(n) be a statement about an integer variable n. If‏ 


1-statement S (1) is true, and 


2-The statement S(k-1) implies the statement S(k) for each k>1, then the statement S(n) is true for all 


positive integers n. 
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LLS, (n!) , ) n factorial) n يُعرّف مضروب‎ 


"m 1 if n=0 
اكرام‎ GO) if n>1 


وهذا يعني ان اذا كانت 1 < n‏ , فان (nl)‏ تساوي حاصل ضرب کل الاعداد الصحيحة بين 1 و Gan) n.‏ ضمنها). كما 
ان )!0( عرف ليساوي 1 )1= (!0)). 


O!= I!= 1, 3!= 3.2.1 = 6, 612 6.5.4.3.2.1 = 720. 


استخدم الاستنتاج gob JI‏ لاثبات ان : 


n! mt for n=1,2, 


1- الخطوة الاساسية Basic Step:‏ : يجب اولاً ان نبين ان المعادلة اعلاه صحيحة اذا كانت )1 = (N‏ واثبات 
ذلك سهلاً حيث ان 


1-1<1-211-29-1 
Inductive Step : خطوة الاستنتاج‎ -2 


وفيها يجب ان R3‏ انه اذا كانت : 
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(n+l)! < 2”‏ 
اف رض ان:( for i=1,.....,n,‏ 1ر > !1 ) , فان دفي حالة خاصة 
(i =n - 1,2.....(‏ يكون لدينا: 

al 22°" 


Bipa‏ المعادلتين )+27 < !صو "2 < !)1+ ((n‏ فاننا نحصل علی: 
(n +1)!= (n +1)(n!).‏ 
والان: 
(n+1)!=(n+1)(n!).‏ 
by n22"‏ 1(251+م)< 
since n+1>2‏ 
72- 


والنتيجة تدل على ان المعادلة ) 27 < !)1+ ((n‏ هي صحيحة. 


Les‏ ان الخطوة الاساسية وخطوة الاستنتاج قد تحققا , فان مبادئ الاستنتاج الرياضي تخبرنا بصحة اللعادلة 


بين ان المعادلة Oss 1222 — + 25 - 2841 -1 ٠‏ عمسي نوهي ا 


os. (S(n) - 1+2 + 22 + + 2۳ - 2۳*1 -1 ( هي الجملة:‎ S(n) ان‎ usi 


S(1) =1+2 -22-1 
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تعتبر جملة صحيحة. وهذه الخطوة الاساسية من البرهان بواسطة الاستنتاج الرياضي.. ولغرض ان نبين ان )1 — S(k‏ 
تتضمن WE, S(K)‏ يجب ان نبين ان عندما S(K)‏ هي صحيحة فان (1- S(K‏ صحيحة las!‏ وهذه تدعی خطوة 
الاستنتاج. الان افترض ان (1- S(k‏ هي صحيحة (هذه الجملة تدعی فرضية الاستنتاج ( (inductive hypothesis‏ 
ues‏ اساس ذلك نفترض ان: 


t.........* 2 2-1‏ 1+2+2 
حیث .((n2k-1)‏ 
وهنا يجب ان تبن 5 S)‏ وبالتحديد:( 2141-1 = 2۴ + 24 +21 (S(K)‏ هي صحيحة. 


ونلاحظ من هذه المعادلة ان الطرف الايسر منها ينتهي ب “2 . اذن نضيف *2 الى طرفي المعادلة التي حصلنا عليها من 
S(k —1)‏ لنحصل على مايلي: 


1+2+2 t........ 2م‎ + 2-2-1 + ۴ Ig 1 


ومن ذلك نستنتج ان S(k)‏ صحيحة عندما (1- )$8 صحيحة. وبواسطة مبدأ الاستنتاج الرياضي, فان S(n)‏ 
صحيحة لكل الاعداد الصحيحة الوجبة (n).‏ , اي ان : 


هي صحيحة لكل عدد صحیح موجب ( (n‏ . وهذا الجزء الاخير پدعی نتيجة الاستنتاج inclusion inductive)‏ ( . 
A‏ 


ونلاحظ ان البرهان اشتمل على ثلاثة خطوات . الاولى تمثل الخطوة الاساسية التي تحققت من ان S(1)‏ هي صحيحة. 
وخطوة الاستنتاج التي تحققت من ان )1— )8 تتضمن S(K)‏ والخطوة الاخبرة تمثل نتيجة الاستنتاج , حیث انه 
من مبدأ الاستنتاج الرياضي , استنتجنا ان (5)11 صحيحة لكل الاعداد الصحيحة الموجبة (n).‏ ونلاحظ Las!‏ انه عندما 


نرید برهان ان : 

s(n - 1) implies s(n), 
تقودنا الى صحة‎ s(n - 1) dows صحبحة ايضاً. ومن اجل ذلك ان‎ s(n) صحيحة فان‎ s(n - 1) فانه يجب ان نبين انه عندما‎ 
.s(n) 
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لتوضیح ذلك افترض اننا نرید ان نستعمل الاستنتاج الرياضي لبرهنة الجملة التالية: 


نلاحظ ان الطرف الایسر من المعادلة اعلاة لامعنی له بدون ان تکون 2 قیمتها تساوي 2 او ASI‏ . اذن في هذه الحالة 
نرید ان نبين ان S(N)‏ هي صحيحة لكل الاعداد الصحيحة (2 < (N‏ بدلا من ان تکون لكل الاعداد الصحيحة الوجبة 
( يعنى بدلاً من 1 < n‏ ). وها انه نريد برهنة الجمل (5)2, (9)3, ...............اذن سنبدأ من القيمة )2 = (n‏ 
وهذه تمثل الخطوة الاساسية ) Basic Step‏ ). وللمحاولة في diay‏ صيغ اخری یقودنا بنفس الطريقة الى خطوات اساسية 
اخری . ویتلائم ذلك التعدد في الاساس باستخدام نسخة الاستنتاج الرياضي التالية: 


برهن باستخدام الاستقراء (الاستنتاج ) الرياضي انه عندما )2 < (N‏ فان الجملة التالية صحيحة: 


1- الخطوة الاساسیة: نبدأ ب )2 = (n‏ لان الطرف الايسر من المعادلة اعلاة لامعنی له بدون ان تکون n‏ قیمتها 
تساوي 2 او Od! ASI‏ : 


122,12 =1 
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وهو صحیح. 
1- فرضية الاستنتاج: نفترض املعادلة اعلاه صحيحة اذا كانت )1 - (n = K‏ , وهذا یعطینا مايلي: 


1+2+....0.+(k-1)-1= (Dern 
Or 
l*2-t........ _ر_‎ (Kk - D(k -2) 
2 


وهنا اذا اردنا ان نحصل على الطرف الایسر من الصيغة ل (n = kK)‏ , فاننا نحتاج الحد )1 - (K‏ على الطرف الایسر- 
وبذلك يجب اضافة (K-1)‏ الى طرفي املعادلة لنحصل على مايلي: 


a e‏ سكن 


1+2+......... +k-2+k-1= 
2 
_ ke 3+ 2+ 26-2 
5 7 
۱ k? -k _kk-) 
- 2. 2 


وهذا G5‏ تحقیق املعادلة عندما (n =k)‏ وهذا بدوره يكمّل خطوة الاستنتاج. وبواسطة مبداً الاستنتاج الرياضي فان 
الصيغة اعلاه تتحقق لكل قیم )2 < .(n‏ 
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1- الخطوة الاساسیة: تمثل الحالة عندما قيمة n.‏ تساوي صفراً )0 = (n‏ .وبذلك فان برهاننا یشمل كل الاعداد 
الصحيحة الغير سالبة , اي لیس الاعداد الصحيحة الوجبة فقط. (n = 0( kus‏ فان الصيغة تنتج: 


وهي بالتاکید صحيحة. 


2- فرضية الاستنتاج : نفترض ان الصيغة صحبحة عندما (n = k-1)‏ . اذن تصبح الصيغة الاصلية كماياي: 


1 J oap path 1-r* 
ld شم واس‎ +4... od = = 
1 - ۳۲ 1-r 


2 k-12 k I ا‎ 
]tr-cr^-........*r +r = 


والنتيجة ثبين ان المعادلة صحيحة عندما (n = K)‏ , وهذا ÁS‏ نتيجة الاستنتاج. وبواسطة مبدأ الاستنتاج الرياضي فان 
الصيغة Mel‏ تتحقق لكل الاعداد الصحيحة yal‏ سالبة (all non-negative integers n)‏ 

ان اللجموع في الطرف الایسر في هذا JEBI‏ يسمى مجموع امتوالیات الهندسیة (geometric series sum)‏ بنسبة 
مشترکة (common ratio r) r‏ للحدود اطتتالية ) (consecutive terms‏ . وان هذا ال مجموع یعتبر Loge‏ في الریاضیات 
التقطعة وعلم الحاسوب ان النسبة d$ XA‏ يعبر عنها ب 
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لكن لو كان اللجموع في الطرف الایسر هو كما في المعادلة التالية: 


+1 
a(l= xr" 
a + ar +... Bat = ( ) for rzl 
l-r 
5 فان النسبة‎ 

aritl 

=f 
ar 


وبرهنة العلاقة الاخبرة هي پنفس طريقة العلاقة في بداية هذا ا مثال, حيث الخطوة الاساسية تبدا )0 = (n‏ لنحصل على : 


aTdeq'. 
1-—r 


وهي صحيحة . ونترك خطوة الاستنتاج للقاری لتکملتها. 


استخدم الاستنتاج الرياضي لاثبات ان :1 — "5 ( ) قابلة للقسمة على 4 عندما تکون قيم (....1,2,3 = (n‏ 


1- الخطوة الاساسية : (N =1) Lue‏ , فان : 


528-1-51-1-4 


وهي تقبل القسمة على 4 , اي انها صحيحة. 
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2- خطوة الاستنتاج: نفترض ان 1 — "5 قابلة للقسمة على 4, اذن يجب ان نبين ان | geb‏ تقبل القسمة على 4 
Las!‏ ولبیان وجودعلاقة بين حالة الجملة نسبة الى )1+ (n‏ والحالة نسبة الى n‏ , فاننا نکتب: 


555.1255" -1- )1+ 4S" -1 = )5" -1( + 7 

وبالفرضية فان 1- "5 قابل للقسمة على 4, وها ان "4.5 هي ايضا تقبل القسمة على 4 . اذن مجموع الحدّین 
7 +(1- "5) = 1- 40,58 بل )ات "519.1255 

یقبل القسمة على 4 . وبتحقق الخطوة الاساسية وخطوة الاستنتاج , فانه بواسطة Liye‏ الاستنتاج الرياضي ان : 


1- ^5 قابلة للقسمة على 4 عندما تکون قیم (....1,2,3 < (n‏ 


هناك ous‏ من التباینات المهمة التي يمكن برهنتها بواسطة الاستنتاج الرياضي . والتطبیق مع تلك التباینات یساعدنا على 
فهم الاستنتاج الرياضي. حتی بالرغم من ان خطوة الاستنتاج مازالت تشتمل على عمل شی(غالباً مایکون اضافة) الى طرفي 
المعادلة او التباينة. ومانعمله مع الطرفین هنا لیس تقريباً بنفس الوضوح عما نعمله مع صيغ الجمع. وللوضوح سنبداً في 
JEI‏ التالي: 


.3 صحيحة لكل الاعداد الصحيحة اکبر او تساوي‎ (+1)? < 2n? ان‎ de 


Show that (n + 1)° > 2n’ for all integers N > 3. 


الخطوة الاساسية : نبدأ باختیار )3 = 8). فاذا كانت (3 = ,(n‏ فانالصيغة تقرأ 


(3+1)? «2.32, 0016 «18, 
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خطوة الاستنتاج: ونبدآها بفرضية الاستنتاج وهي ان نفرض اتباينة صحيحة عندما )1 - (n = K‏ لكي نحصل على: 


(k-1+1) > 20-1۳ or K«2(K-2k«1) = 2k +2 


والان نقارن المُتباينة للحالة )1 - >[ = (n‏ والحالة WY (n =k)‏ نرید ان یکون الطرف الایسر- (k D)‏ لكي تکون 
لدینا علاقة مع n= k‏ بدلاً من )1 k-‏ - ). وها ان : 


(k+1) =k + 2k +1 


اذن يبدو انه يجب ان نضيف 1 + 2k‏ الى طرف المتباينة: 
Kk > 2k’ - 4k + 2.)‏ 
لنحصل على : 


1۳+ 2+1 2k - Ak 4 2+ 2k +1 = 2k +3 


oM. K < 4. التي هي اکبر من 4 بسبب ان (1->1< ) وان .3 < 1 تعطینا‎ k اننا نعمل فقط مع قیم‎ Les 
: هو سالب . اذن‎ )- 2k + 3( اکبر من 3 . لذا‎ 2k 


1۳+ 2k+1<2k -2k+3<2k or (k+ 1) > 2k 


وبالتالي عندما الّتباینة صحيحة ل (n=k-1)‏ و n‏ اکبر من 3 ( 3 < (andn‏ , فان اللتباينة صحيحة ل 
(n =k )‏ اذن المتباينة صحيحة لكل الاعداد الصحيحة )3 < (n‏ 
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Recursive Algorithms in Computing الخوارزمیات التكرارية في الحساب‎ 1-4-2 


ان دالة ا مضروب factorial function)‏ ) 35535 احیاناً بالقول ان (N!)‏ هي حاصل ضرب الاعداد الصحيحة الوجبة الاولى 
first n positive integers)‏ ( . مثل هذا التعریف على سبیل JUI‏ نقول )3.2.1 =!3( . بينما التعریف الاستنتاجي او 
الاستقرایي inductive definition)‏ ) لدالة المضروب factorial‏ هو: 


عرف (n!) , ) factorial) n Gg pas‏ , كمايلي: 


f if n=0 
(n!) = ۱ 
n(n —1)(n - 2) if n=l 


وهذا يعني ان اذا كانت 1< n‏ , فان (n!)‏ تساوي حاصل ضرب كل الاعداد الصحيحة بين 1 و n) n.‏ من ضمنها). كما 
ان (!0) غرّف ليساوي 1 )1= (!0)). 


احسب مضروب 0 ,6,3 من خلال استخدام التعريف الاستنتاجي لدالة المضروب: 
.720 = 6.5.4.3.2.1 =!6 ,6 = 3.2.1 312 ,1 -!1 -!0 


ان التعریف الاستنتاجي لدالة المضروب يعطينا طريقة لحساب (N!)‏ التي هکن برمجتها مباشرة في لغات البرمجة الحديثة 
. كما سنری في البرامج التالية : حيث البرنامج الاول يرينا مقطع لبرنامج الحاسوب مکتوب Lab‏ البيسك (Basic)‏ والشاني 
بلغة باسکال (Pascal)‏ والثالث daly‏ السي ++ (CH)‏ التي كلها تحسب دالة الضروب السماة (fact)‏ وامْعطاة كمايلي: 


fact (0) = 1 


fact (n) = N: fact (n-1) — ifn>0 
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1-Basic Factorial Function 


2-Pascal Factorial Function 


3-Factorial function using C++ language: 


#include<iostream.h> 
int fact(int); 
int main() 
{ 
cout<<"enter a number\n’; 
int x; 
cin>>x; 
cout<<fact(x); 


return 0;} 
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int fact(int x){ 
if (x==0 || x==1) 
return 1; 


else 


return x*fact(x-1);} 


° Example: factorial 
n-n*(n-1)*(n-2)*...*1I 
— Recursive relationship (n! = n* (n - 1)! ) 
512 5 * 4! 
41 2 4* ۰, 


— Base case (1! = 0! = 1) 


اما التعریف غير التكراري للمضروب فهو No recursively definition:‏ 


ان الامثلة اعلاه هو مانسمیه البرمجة التکرارية الذاتبة ( recursive programming‏ ( والتي تعني ALS‏ برنامج الحاسوب 
باستخدام تعریف الاستنتاج. فلو Whe‏ الحاسوب لاستعمال الدوال اعلاه في الامثلة المذكورة لحساب مضروب 3 )!3( , فان 
الحاسوب سیعمل بالضبط نفس الحسابات التي وردت في تلك الامثلة. كما ان اسلوب التكرارية يعطينا طريقاً سهلاً للتعبیر 
عن اية خوارزمية التي تقلل السالة الى شکل مبسط لنفس السألة الاصلية . بعض تلك 
(SUI‏ لها خوارزميات غير تكرارية (non-recursive)‏ والتي تعتبر سهلة ‏ الفهم وتحتاج عمل اقل . 
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اکتب خوارزمية التكرارالذاتي (recursive algorithm)‏ لایجاد اصغر pais‏ في القائمة L‏ من الاعداد بين الموقع i‏ والموقع j‏ 
( داخل ضمنها). استخدم L(K)‏ لتقوم مقام المدخل في الوقع k‏ من القائمة. 


اسم الخوارزمية :خوارزمية ایجاد الاصغر 
الدخلات inputs:‏ : قائمة L‏ من الاعداد والموقعين i‏ و زف تلك القائمة. 
ا مخرجات outputs‏ : الموقع k‏ للرقم الاصغر في القائمة بين الموقعين 1 jo‏ 
الاجراء : procedure‏ : 
1- اذاكانت ([ = 1) , فاننا نفرض )1= (k‏ 
2- اذا كانت ([ 36 1) , نستعمل خوارزمية ايجاد الاصغر الى المواقع (1+ 1( وصولاً الى j‏ .وهذا يعطي 1 . 


3- نبدأ المقارنة هنا: اذا كانت LG)‏ اصغر من c8," (L()) > L(k))" L(k)‏ نغبر ‏ الى 1 . لکن اذا 
كانت اذا كانت LG)‏ ليست , فلانعمل الخوارزمية شيء. 


صف الخطوات التي تُؤخذ في خوارزمية ايجاد الاصغر الى القائمة 3, 1, 2 


1- نبد ب (1= (i‏ و )23 (I # j) ole. (j‏ نستخدم خوارزمية الاصغر مع )152( و(3-[). 
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مع (2 = 1) و )3= [).هاان (E J)‏ , نستخدم خوارزمية الاصغر مع (3 < 1 و )3= (J‏ 
مع (i23)‏ و )3= [). , افرض )23 ). وها اننا نستخدم خوارزمية التکرار recursive) GII‏ 
algorithm)‏ لحساب الاصغر . اذن نرجع من الخطوة الاخبرة الى التي قبلها, اي الحالة )2 = (i‏ 

نعود لنكمل الحالة )2 = 1), نقارن L(2)‏ مع L(3)‏ ونغيّر k‏ الى 2 وها ان واحد اصغر من 2 

) 2 >1) ,هذا يعني ان L(2)‏ اصغر من "L(2) «L(3)'; LQ)‏ اي ان LQ)=1‏ و 
.L(3) 22‏ 


نرجع لنکمل الحالة )1 — L(l) ww, (i‏ مع L(2)‏ اي 1 مع 3 (انظر القائمة في الثال). نترك 
(k =2)‏ و بعد ذلك فان .L(1) > L(2)‏ وقد تبين لدینا ان الرقم الاول اکبر من الثاني في القائمة 
GUIs‏ اصغر من الثالث فیها .اذن الرقم الثاني هو الاصغر . 
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تمارين الفصل الثاني 


1- Using principle of mathematical induction to prove that : 


14242" e... 2" 22۳-1 for each positive integer n. 


11-1 
2- Use the induction to show that n! = 2 for 1۸ 2و‎ 


3- Use mathematical induction to show that if r 1 ; 


n+l 

2 (eI 

a+ar+ar +........ +ar = o for all non-negative integers n. 
r — 


4- Write down an induction definition of the factorial function ( n! ).Then compute 5! from the 


induction definition. 


5- If y is the sequence defined by Y, = 2۳ ,—1<n<3, find the elements of y. 
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الفصل الثالث 
المجموعات والعلاقات والدوال ورموزها 


Sets, Relations and functions and Notations 


ا مجموعة Set‏ : هي مجموعة من الاشیاء (a Set of objects)‏ .وعلاقة الریاضیات التقطعة بالجموعات هي ان 
الرياضيات التقطعة تتعلق بتراکیب مثل رسم ال مخططات Graphs)‏ ) والتي تعني مجموعة (Set)‏ من ( النقاط vertices‏ 
والحدود edges‏ ) وتتعلق Las!‏ بالجبر البولياني - Boolean algebra‏ ( والذي هو عبارة عن مجموعات مع عمليات يتم 
تعريفها عليها ) كما سنتطرق الى ذلك لاحقاً. والمجموعات تنتمى الى مايسمى لغة الرياضيات (The language of‏ 
mathematics)‏ .وا مجموعة لاتأخذ الترتيب لعناصرها بنظر الاعتبار. ٠‏ 


وبخلاف المجموعة فان اللتتالية (a sequence)‏ تأخذ الترتيب بنظر الاعتبار . فقائمة من الحروف كالتي تظهر في الكلمة 
هي مثال على المتتالية . ويتضح من ذلك ان الترتيب مهم جدا, فعلى سبيل (form) JEM‏ و ) (from‏ كلمات مختلفة . 


اما العلاقة الرياضية (relation)‏ فهي مجموعة من الازواج المرتبة ) ordered pairs‏ ). ان وجود الزوج المرتب (a, b)‏ في 
علاقة رياضية pu‏ كمؤشر على وجود علاقة (relationship)‏ من a‏ الى b‏ .ان نموذج قواعد البيانات العلائقية C)‏ 
Relational Database Model‏ , التي تساعد اطستخدمین à‏ الدخول الى البیانات à‏ قاعدة البيانات (التى هى مجموعة 
من السجلات (records)‏ المعالجة پواسطة الحاسوب ( اسست على اساس مبدأ العلاقة (relation)‏ © 


من جانب اخر, ان الدالة (function)‏ التي هي حالة خاصة من العلاقة الرياضية(76141101 ) تعطي لكل عنصر من 
الجموعة × pais‏ واحد بالضبط من الجموعة Y‏ . ان الدوال تستخدم بشکل واسع في الرياضيات المتقطعة , على سبیل 
JELI‏ , الدوال تستخدم لتحلیل الوقت الضروري لتنفيذ الخوارزمیا ت Algorithms‏ . 


ومن ذلك نری ان الجموعة 566 هي الاساس لكل من الریاضیات والتطبیقات الرياضية . وهي ببساطة اي مجموعة من 


الاشیاء كما ذکرنا ..فاذا كانت اممجموعة محددة وغير كبيرة , فاننا نستطیع وصفها بترتیب عناصرها من خلال ادراجها بقانمة 
. فمثلاً ا معادلة التالية : 


A = {1,2,3,4} 


تصف مجموعة A‏ على انها مكونة من اربعة polis‏ هي 1, 2, 3, و 4 . ان ا مجموعة A‏ حددت بعناص‌ها ولیس باي 
ترتیب خاص لعناصرها , وبذلك نستطیع LLS‏ المجموعة A‏ بشکل اخر(ترتيب اخر) كما في: 


A = {1,3,4,2} 


اما اذا كانت المجموعة كبيرة ومحددة او غير محددة , فاننا نستطیع وصفها ghol‏ خاصية على شکل (listing a ¿B‏ 
property)‏ ضرورية لاعضاء اطجموعة (membership)‏ . فعلی سبیل العادلة : 


B = {x |x is apositive, even integer} 


تصف المجموعة B‏ مکونة من کل الاعداد الصحيحة dog!‏ الوجبة , معنى ان 8 تشتمل على الاعداد الصحيحة 2, 4, 
elas ,6‏ جرا. وهکن قراءتها ب( ان 8 تساوي المجموعة لكل القیم * , حيث x‏ هي الاعداد الصحبحة الموجبة). ان 
الخاصية (property)‏ هنا dago‏ لوصف ال مجموعة وهذه الخاصية هي: (موجبة واعداد زوجية صحيحة : 


. ) | ( لاحظ ان الخاصية تظهر بعد الرمز‎ . (isa positive ,even integer) 
:[X| عناصرها نفرضه ب‎ sas فان‎ (if x is a finite set) مجموعة محدودة‎ X من جانب اخر اذا كانت‎ 
[X 2 number of elements in X 


فلو اعطینا وصفاً ل X‏ كما وصفنا ا مجموعة A‏ والمجموعة B‏ اعلاه وکذلك اعطینا قيمة للعنصر x‏ , فاننا نستطیع ان 
نحدد فیما لو كان العنصر > ينتمي او لاينتمي ل X‏ . فلو كانت 1 — X‏ فانها تنتمي ل 4 و لاتنتمي ل B‏ وهکذا.. 


يقال مجموعتين مثل X‏ و Y‏ انهما متساویتین ونکتبهما 26-۷ اذا كانت ×و Y‏ لهما نفس العناصر , وهکن التعبير 
عنما بصسيقة اغخكرى X=Y‏ اذا عن دما x‏ تنتمي ا x‏ 
(X € X (‏ ,و انها بنفس الوقت ايضا تنتمي ل ۷( (X © Y‏ والعكس صحيح ايضاً. 


ان الخاصية الرئيسة لمجموعة (Set)‏ في الریاضیات هي انها تکون واضحة. هذا يعني اعطاء اي شئ انه يجب ان یکون 
واضحاً فيما اذا ذلك الشئ هو pais‏ من الجموعة. وبالتالي اذا اعتبرنا مجموعة الاعداد الكاملة الزوجية ) even whole‏ 
(numbers‏ فاننا نعرف ان اي عدد زوجي مثل 0, 2, 4, .... هو pais‏ لتلك ال مجموعة GN‏ ليس الا. وبذا فان مجموعة 
الاعداد الزوجية الكاملة (even whole numbers)‏ واضحة. 

اننا نستخدم الحروف الانكليزية الكبيرة A,B,C,X ,Y and Z) Jis‏ ) للدلالة على المجموعات , ونستخدم 
الحروف الصغيرة مثل ( 2 (A,D,C,X,Y and‏ للدلالة على عناصر المجموعة . كما انه من المألوف ان نضع عناصر 
ا مجموعة محصورة بين قوسین( { ومفصولة فمابينها بفواصل (,) commas‏ . هكذا فان }1,2,3,4{ = Ju A‏ 
مجموعة اسمها A‏ وعناصرها ],4,3,2 0 . وللدلالة على ان 2 او 4 هي pais‏ من عناصر A‏ او انها في المجموعة 4 , 
فاننا نکتب : 


4 ع‎ A 


وتقرأ 4 هي pais‏ من polis‏ اطجموعة is an element of the set A": A‏ 4“ . 
ولبیان ان 6 ليست من polis‏ الجموعة 4 اي لاتنتمي لها , فاننا نکتب : 


~(6€A) 6۶۸ 


الجموعات هكن تعریفها بثلاثة طرق: 
1- بواسطة اعطاء وصف Ad‏ (نص) للمجموعة : By giving a verbal description of the set‏ 


By listing the element of the set: او جدول‎ lis المجموعة‎ pole بواسطة ادراج‎ -2 


3- استخدام رموز مایعرف ب Using Set-Builder Notation‏ 


Description list set-builder 

1-The set of counting numbers less than 5 | (1, 2, 3, 4} {x|x 61 ۸ 1<x<5} 

is denoted by 
5 مجموعة اعداد الحساب اقل من‎ 

2-The set of natural earth satellites {Moon}, مجموعة اقمار الارض الطبيعية‎ 

3-The set of even counting numbers {2, 4, 6, ...} وهنا تعتبر مجموعة‎ it is infinite set. 
غير محددة والنقاط الثلاث تعني القانئمة‎ 

مستمرة لیس لها نهاية . 

The three dots mean the list goes 
on without end 

4-The set of odd counting number less ...و5 و3 و11‎ 13} it is finite set 


than 15 


وهذه تعتبر مجموعة محددة . تمثل 
مجموعة اعداد العد الفردية اقل من 15 : 
The three dots mean the odd numbers‏ 


after 5 and before 13 are in the set 
but not listed 


في حالة استخدام الرموز( set-builder notation‏ ( لتعریف الجموعات نستخدم خاصية dibs‏ لوصف المجموعة , فالرمز( 
| ( يعني مثل هذا (such that)‏ , لذا فالجموعات السابقة هكن کتابتها كمايلي: 


وهذه تعتبر طريقة واضحة اخری لوصف الجموعة والتي تعطي جملاً لوصف عناصرها , وفيمايلي وصف الجموعات اعلاه 


باللغة الانكليزية : 


{x | x is a counting numbers less than 5} 


{x|x EIA 1<x<5} 


Read, “the set of all elements x, such that x is a 


counting number less than 5.” 


{x | x is natural Earth satellite } 


Read, “the set of all elements x, such that x is a 


natural Earth satellite.” 


{x | x is an even a counting numbers } 


Read, “the set of all elements x, such that x is an 


even counting number.” 


{x | x is an odd a counting numbers less than 15 } 


Read, “the set of all elements x, such that x is an 


odd counting numberless than 15.” 


1- مجموعة الاعداد الصحيحة اكبر من 10 . ونحددها كمايلي: 


{x|xEIAx>10} 


{x | dylLyeIlax=2y} 


{x | dyly eI Ax =3y} 


{x/y|x,yelrAy #0} 


ولاهکن تحدیدها ب 


2- مجموعة الاعداد الزوجية الصحيحة. 


3- مجموعة الاعداد dousual|‏ مضاعفات العدد 3 . 


{3x|X ET} ونحددها ب‎ 


. (rational numbers)  ةيبسنلا مجموعة الاعداد‎ -4 


5- مجموعة JS‏ الاعداد الزوجية الصحيحة غير السالبة واقل من 10: 


{0,2,4,6,8} 


و الامثلة من )5-1( اعلاه نوضحها باللغة الانكليزية كمايلي: 


Examples: Sets 


1-The set of integers greater than 10 is specified as {x| x eI Ax >10} 

2-The set of even integers {x | dyly e I^ x = 2y} 

3-The set of integers multiple of 3 is specified by {3x | x € I} rather than 
{x|dylye I^ x = 3y} 


4-The set of rational numbers is specified by {x/y | 2 ۷ لع‎ ۸۷ ۶ 0! 


5-The set of which contains all the even numbers, nonnegative {0, 2, 4, 6, 8} 


integers less than 10 


اکتب les‏ لفظياً verbal description)‏ ) للمجموعات التالية: 
c. {3, 6,9, . . . 27]‏ }...,3,5 ول c,...,z} b.‏ وا a. {a,‏ 
( مجموعة الحروف بالابجدية الانکليزية. 
a. The set of letters in the English alphabet.‏ 
ب) مجموعة اعداد الحساب الفردیة. 
b. The set of odd counting numbers.‏ 
ج) مجموعة اعداد الحساب التي هي من مضاعفات ال 3 ls‏ من 28 ( او 29 او 30( 


c. The set of counting numbers that are multiples of 3 and less than 28(or 29, or 30). 


اكتب المجموعات التالية مستخدماً طريقة القوائم set-builder notations àà bg listing method‏ : 
1- مجموعة الارقام في الرقم 1896. 


a) The set of digits in the number 1896 


6 مجموعة ارقام الحساب الفردية واقل من‎ -2 
b) The set of odd counting numbers greater than 6 
1 مجموعة اعداد الحساب اکبر من صفر واقل من‎ -3 
c) The set of counting number greater than 0 and less than 1. 


4- مجموعة اعداد الحساب مضاعفات العدد اربعة. 


d) The set of counting number that are multiples of 4 


List Set-builder notation 


a. {1, 8, 9, 6} {x| x is a digit in the number 1896 } 


b {7,9,11..4 {x| x isan odd counting number and X > 6 


} The symbol > means “grater than.” 


{x| x is counting number and 0 > x <1} 
The symbol” < ” means “less than.” 


d. {4,8,12,...} {x| x is a counting number that is a multiple of 4} 


ان ا مجموعة بدون عناصر LS‏ هو في الجزء (c)‏ اعلاه يرمز الیها بالرمز © L FOF‏ 


لاحظ ان الجموعة fo}‏ ليست فارغة بسبب انها تحوي العنصر D‏ 


بوضوح, ان الترتیب الذي فيه عناصر المجموعة تکون بشکل قائمة لايؤثر في العضوية في الجموعة , وبالتالي اذا سؤلنا في ان 
نكتب مجموعة الارقام في السنة التي غزت فيها امريكا العراق , فاننا نکتب }2,0,0,3{ Ley,‏ شخص اخر يكتبها 
}3,0,0,2{ , فکلاهما صحيح . اذن المجموعتان متساويتان . 


}3,0,0,2{ = }2,0,0,3{ 
وبشکل متشابه فان : 


{a,b,c,d,e}={e,d,c,b,a} 


{1,3,2}={1, 2,3} and (20,4) = (4, 20}. 


ومما يجلب الانتباه ايضاً ان تکرار ادراج à - pais]‏ ال مجموعة à SRY‏ العضوية للمجموعة. فمثلاً مجموعة الارقام à‏ 
السنة التي احتل فيها العراق هي }2,0,0,3{ , ويمكن كتابتها ايضاً مثل }2,0,3{ Ming,‏ فان 
}2,0,3{ = }2,0,0,3{ . وبشكل مشابه فان : 


{a, a, b, b, c, c) = fa, b, c). 
حيث بالعرف اننا لانضع العنصر الکرر في اللجموعة اکثر من مرة واحدة فیها.‎ 


الجموعة (x | × =O}‏ والجوعة l}‏ > × > ۸-1 7 ع × {X|‏ متساویتان: 


{x |x = 0} = {x| x eIA-l<x<l} 


اذا A = {x [x2 +x — 6 = 0} : cats‏ و }3-,2{ = B‏ فان A=B‏ وذلك لان التعویض بعناصر 8 في A‏ 
يحقق امعادلة في ۸ . 


يحدث احیاناً ان كل polis‏ الجموعة A‏ هي polis Lal‏ مجموعة اخری 8 , فعلی سبیل المثال اذا كانت ۸ تمثل 
مجموعة الطلاب في صفك المدرسي, و B‏ تمثل مجموعة کل الطلاب في المدرسة . ففي هذه الحالة ان كل عنصر في ۸ هو 
ايضاً في 8 OY,‏ كل طالب في صفك هو طالب في مدرستك . في مثل هذه الحالة نقول ان المجموعة ۸ هي جزء من 
المجموعة B‏ . ونرمز لذلك بدلالة : ١‏ 


AcB 


A is a subset of B : BI مجموعة جزئية‎ A وتقرأ‎ 


من جانب اخر افرض ان X‏ و ۲ مجموعتان , فاذا كان کل عنصر في X‏ هو عنصر من LIB, Y polis‏ هکننا القول ان 


اذا كانت B= {a,b,c} , A= {a,b}‏ و C= {b}‏ ,فان ذلك يعني ان 8 ی 2,۸ ) و 
ACA‏ 

وكنتيجة لتعریف الجموعة الجزئية ان 8 = ۸ عندما ACB‏ و BCA‏ , واكثر من ذلك ان لأية مجموعة A‏ , 
Le‏ انه كل عنصر ل A‏ هو A pais‏ , فاننا نحصل على 


اذن تعریف ابلجموعة الجزئية يمكن صیاغته كما يلي: 


ومن هذا نستطیع ان نشتق ان OCA‏ بسبب انه العنصرالغبر موجود في 0 انه لیس في ۸ ايضاً.هذا يعني ان 
المجموعة الخالية (Empty set)‏ هي مجموعة جزئية من اية مجموعة . 

من جانب اخر ان مجموعة A‏ يقال عنها مجموعة جزئية تامة (a proper subset)‏ ل B‏ , ویعبر عنها ب 

ACB‏ , اذا كانت A‏ مجموعة جزئية من B‏ وهناك على الاقل عنصر واحد ل B‏ غير موجود في A‏ . بتعبیر اخر , ان 
ACB‏ تعني ان كل A polis‏ موجودة في 8 لکن 8 تحتوي على الاقل paie‏ واحد غير موجود في A‏ . على سبیل 
المثال: اذا كانت (1,2) = B‏ , فان اللجموعات الجزثية التامة B J (a proper subset)‏ هي: 


, {l},and {2} 


لکن الجموعة }1,2{ نفسها هي ليست مجموعة جزثية تامة BI‏ لأن جمیع عناصرها هي في 8 . 


في كل يوم من المناقشات نحن اعتیادیاً مدرکون للجموعة الكونية لما نتحدث dis‏ وهو مانعني به مجموعة كل الاشیاء التي 
نتحدث عنها . وبالتعامل مع الجموعات , فان الکون الذي نتحدث dis‏ پدعی المجموعة الكونية ) (universal set‏ . 


وبالتالي اذا اتفقنا ان نبحث او نناقش الحروف باللغة الانكليزية , فان المجموعة الكونية U‏ هي: 


اوجد کل ابلجموعات الجزئية All subsets)‏ ) للمجموعة .U = {a,b,c}‏ 


يجب Lule‏ ان نصیغ املجموعات الجزئية للمجموعة U‏ وذلك بتعیین بعض , او عدم تعيين , او JS‏ العناصر ل U‏ الى تلك 
الجموعات الجزئية وكمايلي: 


| صيغة كل اللجموعات الجزثية بدون polis‏ هي ۵ . 

ب- صيغة كل الجموعات الجزئية بعنصر واحد هي {c}, {b}, {a}‏ 

ت- صيغة كل اللجموعات الجزثية بعنصرین هي {b,c}, {a,c}, {a,b}‏ 
ث- صيغة کل الجموعات الجزثية بثلاثة polis‏ هي b, C).‏ ,48 . 


لاحظ ان المجموعة ا في هذا ا مثال فیها ثلاثة polis‏ , وبذا ستکون مجموعانها الجزئية 8 مجموعات اي ( 8 = 25( 
کما ان مجموعة مثل D).‏ ,2( سیکون لها 4 مجموعات .fa, b), (b), {A}. a‏ 


اذا كانت A = (84,85, s ag)‏ , فکم مجموعة جزئية فیها ؟ 


(2° = 256( اذن مجموعاتها الجزتية هي 256 مجموعة جزئية‎ , polis فیها ثمانية‎ A ان ا مجموعة‎ Le 


حدد JS‏ المجموعات الجزئية التامة proper subsets)‏ ( للمجموعة }1,2,3{ = X‏ ومجموعة الاس (set power)‏ . 


الجموعات الجزئية التامة هي: boy, {2,3}, {13}, {L2}, {3}, {2}, 1, b‏ ان ا مجموعة التي لها on‏ 
العناصر , یکون لها 1- ”2 من المجموعات الجزئية التامة proper subsets)‏ ). وعدد polis‏ × هنا تحسب من: 


| 2 9 =3 


ان اللجموعة لكل املجموعات الجزئية (تامة او غير تامة ) للمجموعة X‏ , يرمز لها ب P(X)‏ تدعی ب مجموعة الاس 
X J (power set)‏ . وعدد عناصرها يحسب من اطعادلة التالیة: 


P(X) = 2۳ - 23 =8‏ 
اذن P(X) polis‏ هي نفسها ابلجموعة الجزئية التامة Blas‏ لها للجموعة }1,2,3{ , اي: 
{L3}, {1.2}, {3}, {2}, 05.0‏ ,}2,3{ ,}1,2,3{ 


اذا كانت }1,2,3,4,5,6{ = U‏ هي مجموعة الاعداد من 1 الى 6 ,وکانت م تمثل الجملة: 
" العدد هو زوجي ": lib ails," the number is even"‏ لتلك الجملة ان املجموعة الحقيقية (truth set)‏ هي: 
P = {2,4,6}‏ 


اذن P‏ هي مجموعة جزئية (subset)‏ من الجموعة U‏ التي لها الجملة م صحيحة . لاحظ ان P‏ (حرف كبير ) تعني 
مجموعة وان م (حرف صغیر ) تعني جملة . 


1- اننا نستعمل جملة ابلجموعة Set Statement‏ التالية: 
(x <1( ۸) <5)‏ 
حول الاعداد الصحيحة في برنامج الحاسوب , ولو استخدمنا الجملة التالية : 
p(x) = (x <1( ۸) <5)‏ 
فانها تعني مجموعة الارقام }2,3,4{ وان الجملة حول التغبر × . وهکن لأخر ان یکتبها بمايلي: 
(x 22)v (x =3)v (x =4)‏ 

اي هکن ان نکتبها ب 

q(x) = (x = 2( ۷ (x =3)v (x =4)‏ 
ان تلك الجملتين المركبتين P(X)‏ و G(X)‏ صحیحتان ,و بالضبط لهما نفس الحال , اي كل قيمة ل × تجعل POX)‏ 
صحيحة فانها ايضاً تجعل q(x)‏ صحيحة , والعکس صحيح ايضاً. وبالتالي فانهما متکافتتان 

p and و‎ are equivalent : p(X) <> q(x) 


. ومن ذلك فان : 


" النتيجة تشتمل على وجه عملة معدنية واحد ": the result has one head‏ 

حول الكون لنتائج نقرتين للعملة , فان اللجموعة الحقيقية P) (truth set)‏ ) للجملة م هي : 
{HT, TH}.‏ 

ولو كانت ۾ تمثل الجملة : 


the result has two heads : " على وجهي عملة معدنية‎ doris النتيجة‎ " 


فان المجموعة الحقيقية (Q) (truth set)‏ للجملة و هي : 
{HH}‏ 

كما ان تقلیبین لعملة معدنية واحدة: (two coin flips)‏ نحصل على النتيجة )4 = 27 = (probability‏ 

‘HH, HT, TH, TT! 


وتقلیب العملة ثلاث مرات نحصل على à3U‏ احتمالات :)8 = ?2 = (probability‏ كما يلي: 


1- المجموعة الحقيقية لوجهي العملة ا مكتوبة (Truth set P for two heads)‏ هي: 
HHH HHT HTH THH HTT THT TTH TTT‏ 
2- املجموعة الحقيقية لوجهي العملة الغير مکتوبة : Truth set Q for two tails‏ 


HHH HHT HTH THH HTT THT TTH TTT 
: ومن خلال ابلجموعتان الحقیقیتان اعلاه نری ان‎ 


اذا كانت مجموعة A= (a, b, C, d}‏ ومجموعة B={b, dye}‏ , فان تقاطع ANB‏ هو: 
ANB = {b,d}‏ 


dd sb فقط , وهو نتيجة التقاطع, اي ان‎ B هما العناصر المشتركة بين المجموعتين ۸ و‎ d gb ان العنصرین‎ bey 


لاحظ اننا استخدمنا OR‏ الشاملة (inclusive or)‏ , وهذا يعني ان × تنتمي ل ۸ ,و x‏ تنتمي BI‏ , او ان x‏ رما في 


> 
9 
3 


اذا A= {1,3,4,6,7} cats‏ و B={3,6,7}.‏ , فان اتحادهما AUB‏ هو: 
AUB = {1,3,4,6,7}‏ 


افرض ان A={a,b,c,d,e}‏ و B={a,c,e,f}‏ , فاوجد AUB‏ و AQB‏ 


ان A NIB‏ هو مجموعة كل العناصر المشتركة الى كلا الجموعتین 4 و 8 وهي: 
A N B= (ace)‏ 


ان AUB‏ هو مجموعة US‏ العناصر في ۸ او في 8 او في کلاهما وهي: 
A U B= {a,b,c,d,e, f}‏ 


لاحظ ان c , a‏ و d‏ موجودة في كلا الجموعتین ونحن مازلنا نضع كل منهما مرة واحدة في الجموعة. 


A' = {x|x e U ^ x # A} 


هذه المجموعة نرمز لها ايضاً ب (UA)‏ 


اذا كانت U‏ هي مجموعة الطلاب في المدرسة , و A‏ هي مجموعة الطلاب الذين اخذوا مادة الجبر Algebra‏ , فان Al‏ 
هي مجموعة الطلاب الذين مم ياخذوا مادة الجبر . وبشكل مشابه , اذا كانت U‏ هي مجموعة كل الحروف الابجدية 
الانكليزية , وكانت إل A = {s, l,‏ ,فان A’‏ تمثل مجموعة كل الحروف الابجدية ماعدا الحروف Y‏ ,5,1 0). 


افرض ان (2,4) = ,U = {1,2,3,4,5,6}, A = {1,3,5}, B‏ فاوجد 
a. A" b.B' c. A. f) B. d. AQB‏ 


a. A= {2,4,6} b. B= {1,3,5,6} c. ANB = {6}‏ . اماالجواب 4 فهو 
d. ANB = 4‏ وذلك بسب عدم وجود عناصر مشتركة بين المجموعتين A‏ و 8 . 


: نستنتج ان‎ UB , ۵ في‎ pais هو‎ U ايضاً بسبب ان ل ى م و لایوجد عنصر في‎ boy 
U'=90' و‎ p' =U 


اذا كانت }2,4{ U = {1,2,3,4,5,6}, A = {1,3,5}, B=‏ , فاوجد 
BJ] c.A'UB' 9.1۸ NB] a.[A UBI‏ لا d.A U[A‏ 


a. AUB = {1,3,5} U {2,4} = {1,2,3,4,5} 4 

(it's complement) ومن ثم وجدنا المتمم او المكمّل له‎ AUB Iil لاحظ اننا وجدنا‎ [A U BT = {6} os 
b. ANB = {1,3,5} N {2,4} = © o 

[A NB] =U = {1,2,3,4,5,6} اذن:‎ 


ث- 


A'UB' = {1,3,5}' U {2,4}' = {2,4,6} لا‎ {1,3,5,6} = {1,2,3,4,5,6} 
A U[A U 8[' = {1,3,5} ث- }1,3,5,6{ = )6{ لا‎ 


لاحظ ان جواب الجزء ‏ والجزء € متماثل , وان الجواب » من JEL‏ الذي قبل هذا JUL‏ متماثل مع جواب الجزء à‏ من 
هذا المثال. ومن ذلك نستطیع ان نبين ان SY‏ مجموعتین ۸ و 8 ان: 


اخيرا هکننا ان نوجد التقاطع والاتحاد والمكمّل لاکثر من مجموعتین كما في JEL!‏ التالي: 


افرض ان Law‏ المجموعات الاربعة التالية: 
U = {a,b,c,d,e,f}, A ={a,c,e}, B= {b,e} and C = {a, b, d},‏ 
فأوجد [AU B]f1C'‏ 


ما ان AUB‏ هي مابين الاقواس , اذن نوجدها Vol‏ 
{b, e} = {a, b,c, e}.‏ لا AUB={a,c,e}‏ 
ثم نجد C'‏ وهي : 
C' = {c,e,f}‏ 
اذن : 


[AUBJ]f1C' = (a, b,c,elflíc e, f} = (c, e) 


لاحظ ان تعریف A’‏ هو حالة خاصة من التعریف اعلاه بسبب ان U - A = Al:‏ , لاحظ Gail‏ تعریف المجموعة 
المتممه او ال مكملة ( (complement set‏ السالف الذکر. 


كما نلاحظ ان (A ۲۱۳ = A - B)‏ وذلك بسبب ان ANB!‏ هي الجموعة لكل العناصر في A‏ ولیست في B‏ 
وهذا بدقة هو (A - B) cà s‏ 


7B ae 
: فاوجد‎ ,U = {1,2,3,4,5,6}, and B= {1,2,5}, A= {1,2,3,4} افرض ان‎ 

1. U-A 2. A 3. A-B 4. B-A 
(U-A={5,6}) .اي‎ Ag ولیست‎ U هي الجموعة لكل العناصر في‎ : (U- A) -1 
(A! = )5,6(( .اي‎ A ولیست في‎ U هي الجموعة لكل العناصر في‎ : A’ -2 
.(A -B = {3,4}) ولیست في 8 .اي‎ A لل ) : هي الجموعة لكل العناصر في‎ - 8 -3 
(B-A= 15(( .اي‎ Ag وليست‎ B ):هي المجموعة لكل العناصر في‎ B - A) -4 


ان هذا المخطط يزودنا منظر صوري للمجموعات . وفي مخطط فين, شكل )1-3( نمثل المجموعة الكونية بمستطيل (a‏ 
rectangle)‏ . واطجموعات الجزئية للمجموعة الكونية تمثل بدوائر( (circles‏ .: وف داخل الدائرة تمثل polis‏ تلك 
ا مجموعة. انظر الشكل ادناه الذي نرى فيه مجموعتان 4 و B‏ والمجموعة الكونية U‏ . ان العناصر التي ليست في ۸ 
وليست في 8 هي في الجزء (1). والجزء )2( يمثل العناصر في A‏ وليست في 8 . الجزء (3) هثل gbl‏ 4 و B‏ 
(Af B):‏ والعناصر فيه مشتركة بين A‏ و B.‏ . اما الجزء )4( فيمثل العناصرفي المجموعة B‏ وليست في المجموعة A‏ . 


U 


Vein Diagram مخطط فين‎ yw (1-3) شکل‎ 


ومثال اخر عندما نقول ان الجموعة S‏ هي مجموعة جزثية من الجموعة T‏ , فان ذلك يعني ان كل عنصر في 5 هو 
Lal!‏ عنصراً في T‏ ونعبر عن ذلك هایلي: 


ScTSVx{xeS>xeT} 
. (Set Inclusion) احتواء ا مجموعة‎ Jig C Cue 


فعلی سبیل المثال اذا كانت }1,2,3,4,5{ = A‏ , فانها تعتبر مجموعة جزئية من .}1,2,3,4,5,6{ B=‏ . 
Las‏ ان نمثل A‏ بالصيغة التالية: }6 > X € ۸ > x‏ | 12 وف هذه الحالة فان 5 تکون ضمن T‏ . وهکن 
تمثيلها مخطط فين التالي شکل (2-3): 


Vein Diagram مخطط فين‎ (2-3) Jà 
فالخواص‎ U هي مجموعات جزئية من‎ C و‎ B, A وافرض ان‎ (Universal set) هي الجموعة الكونية‎ U افرض ان‎ 
: التي يمكننا الحصول علیها والتي تمثل العلاقات بين الجموعات هي مايلي‎ 


Associative Laws قوانين الترابط‎ -1 
(AUB)JUC- AU(BUC), (ANB)NC=AN(BNC) 


Commutative Laws قوانین التبادل‎ -2 


AUB=BUA, ۸۲۱۳ - ۸ 


Distributive Laws فوانین التوزیع‎ -3 


(AM(BUC)=(AMB)U(ANC), 
(A U(Bf1C) = (AUB) N(AUC) 


Identity Laws قوانین التماثل‎ 4 


(AUO=A, ANU=A 
Complement Laws قوانين التکامل‎ -5 

AUA=U ANU=6 
Idempotent Laws ¿œl -6 

AUA-A ANA=A 
: Bound Laws قوانن الربط‎ -7 

AUU=U ۸۲۱٩ - 4 
Absorption Laws قوانين الانهماك‎ -8 

AU(ANB)=A ANM(AUB)=A 


Involution Law قانون‎ -9 


> | 
1 
> 


: 0/1 Laws قوانين الصفر/واحد‎ -10 
=U U=$ 


De Morgan;S Laws for Set قوانین دي مورکان للمجموعات‎ -11 


(AUB) - ANB, (ANB) =AUB 


R -1‏ و 5 هما مجموعتان جزئيتان من المجموعة الناتجة من اتحاد ۸ و 5 : 


R and S are subsets of RU S. 
:5 هو مجموعة جزئية من کل من ۸ و‎ S و‎ R تقاطع‎ -2 
R 8 S is a subset of both R & S 
D$ هي مجموعة جزئية من‎ R اذا وفقط اذا‎ S و 5 يساوي‎ R اتحاد‎ -3 
R U S-S ifandonly if R CS. 
: 5 هي مجموعة جزئية من‎ R اذا وفقط اذا‎ R يساوي‎ S و‎ R تقاطع‎ 4 
R 8 S=R if andonlyif R CS 


ومن العلاقات المهمة بين عملیات التکملة (complementation)‏ , الاتحاه (union)‏ , و التقاطع C intersection)‏ هي 
قوانین دي مورکان للمجموعات( De Morgan;S Laws for Set‏ ) 


(AUB) - ۸ 5, (ANB) = AUB 


وهي نفسها هکن التعبير عنها بالصيغة التالية: 


كما ذکرنا سابقاً.والتي يمكن برهنتها باستخدجام مخطط فين Vein Diagram‏ . 


نحن تُعرف اتحاد dle (Union)‏ عشوائية S‏ من الجموعات على انها تلك العناصر Ux‏ تنتمي على الاقل الى مجموعة 
واحدة ‏ في 5 . ونکتبها بالصيغة التالية: 


US={x|xeX for some X eS} 


وبشکل مشابه نعرف (intersection) gbl‏ عائلة عشوائية S‏ من الجموعات على انها تلك العناصر × التي تنتمي AY‏ 
مجموعة × في 5 . ونکتبها بالصيغة التالية: 


NS ={x|xeX for all X €S} 


فاذا كانت 5 هي: 


WE‏ نکتب الاتحاد والتقاطع لعائلات S‏ كمايلي: 


اذا كانت 

M } 9 A, ={n,n+1, € H‏ و S={A,A,,‏ فان 
UA = | S12.)‏ 

وان 


(14 =5 =9 


من جانب اخر ان جزء من الجموعة 5 يقسم × الى مجموعات جزئية غير متداخلة .واكثر صياغة ,نعني بتجمع 5 
ممجموعات جزئية غير فارغة ل × يقال انه جزء (a partition)‏ من المجموعة × اذا كل paie‏ في X‏ ينتمي بالضبط الى 
عنصر واحد من 5 . لاحظ انه اذا S‏ هي جزء من X‏ , فان 5 هي ( pairwise disjoint‏ ( وان WS =X‏ 


: 8 هو بالضبط عنصر واحد من‎ X = (1,2,3,4,5,6,7,8] : X ان کل عنصر من‎ Le 
S = {{L,4,5}, {2,6}, {3}, {7,8} } 


فان S‏ هي جزء ) (partition‏ من X‏ . 


لقد ذكرنا سابقاً ان ا مجموعة هي مجموعة من العناصر لیس بالضرورة مرتبة , هعنی اخر ان اللجموعة تحدد بعناصرها 
ولیست باي ترتیب خاص لعناصرها . لکن في بعض الاحیان نود اخذ الترتيب بالحسبان . فاي زوج مرتب نکتبه ب (a, b)‏ هو 
مختلف عن الزوج VI (b, a)‏ الهم (a = b)‏ . ولنضع ذلك Ging‏ اخران : 


(a,b)=(c,d) if and only if a=c, and b=d 


فاذا كانت X‏ و Y‏ مجموعتان , نحن نفرض XXY‏ ترمز الى مجموعة كل الازواج المرتبة (X,Y)‏ حيث x‏ تنتمي 
الى X‏ وان y‏ تنتمي الى Y‏ . ونسمي XxY‏ الضرب الكارتيزي Cartesian product)‏ ) ل ۶ و -Y‏ 


اذا X= {1,2,3} cas‏ ,و 


XxY ={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)} : فان‎ Y = {a,b} 


YxX = ((a,D), (b.D, (a,2), (b,2), (a,3), (b,3)} 
XxX = {(1,1), (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (2,3), (3,1), (3,2), (3,3) } 


YxY = {(a,a), (a, b), (b, a), (b, b)} 
: وبشکل عام من هذا الثال نری ان‎ 
XxY + ۲ 


۱۵۵-۳ ۰ Iv] 

D Cd‏ ا SS‏ ص ص ڪا 
اذا كانت }1,2{ = Y = {a,b}, X‏ و Z = {a,B}‏ فأن : 

XxYxZ = {(1,a,a), (l,a, B), (1, b, a), (1, b, B), (2,a, a), (2, a, B), (2, b, a), (2, b, B)} 


۷2| = X| ۰ [Y| ۰ 2 


: وبشکل عام‎ 
Dab Xuan ay = |X1| . K2] شاه‎ IXn| 


الرموز التي استخدمناها لعملیات المجموعة (Set Operations)‏ هي )~ (U, N,‏ والتي هي مضابهة الى 
الرموز )— (v, A,‏ التي استخدمناها في الادوات النطقية (logical connectives)‏ التي تستخدم مع 


الحمل 
o $4 iil‏ 
افرض ان م و و هما جملتان (two statements)‏ وافرض ان Q, P‏ هما المجموعتان الحقیقیتان (Truth Sets)‏ لهما , 
فان: 

PAQ -1‏ هي الجموعة الحقيقية ل PAG‏ 

PUQ -2‏ هي الجموعة الحقيقية ل PV q‏ 

—p J هي الجموعة الحقيقية‎ ~P -3 


ونری في هذه النظرية اننا غیرنا كل الحروف الصغيرة ( (Small letters‏ التي تشير الى الجمل ) (statements‏ الى حروف 
كبيرة (Capital letters)‏ التي تشير الى المجموعات Sets)‏ ). كما غبرنا كل رموز الربط الزاوية (نسبة الى شکل الزاوية ) 
)— ^ ,۷) الى رموز ربط منحنية )~ liss (U, N,‏ يقودنا الى حقاثق تکافخ الجمل ) statement‏ 
equivalent)‏ التي مثل : 


P^(q vr) © (p^q)v(p^r) 


ds‏ هذه الحالة هکننا استخدام مخطط فين لتمثيل ذلك التكافؤ بالاعتماد على ماورد في النظرية اعلاه.وكما سنری في 
التعريف التالي: 


اذا كانت p,q‏ و ۲ تقوم مقام الجمل (statements)‏ حول التغبر x‏ . فانه dog‏ مجموعة حقيقية P‏ للجملة Sp‏ 
ومجموعة حقيقية © للجملة q‏ , واخبرا مجموعة حقيقية ۸ للجملة #. OS)‏ بواسطة النظرية )2-3( اعلاه , فان 


1- الجموعة الحقيقية للجملة المركبة (:1 0۸۷ هي .PA(QUR)‏ 
2- المجموعة الحقيقية للجملة (PAG) ۷ (PAT) às‏ هي (PNQ)VU(PAR)‏ 


لکن بواسطة تعريف التکافن اعلاه )٩ VIL) e (PAG) ۷ (PAT))‏ ۸ ص ) نرى ان p^(qvr)‏ مكافئة ل 
(PAG) 7 (par‏ ( اذا وفقط اذا كانت PA(QUR)‏ مساوية الى (2]112)ل|(2)10) lies,‏ 
مايشير له قانون التوزيع Distributed law)‏ ) الانف الذكر .وهو مانستطيع اثباته بواسط مخطط فين. وهذه الحقائق 
هکننا ان نطلق عليها قانون الربط بين الجمل وا مجموعات نتيجة ان لكل جملة هناك مجموعة حقيقة لها سواء كانت 
الجملة بسيطة او مركبة كما ذكرناه ضمن هذا التعريف (9-3). 


ارسم مخطط فين Venn Diagram)‏ ( وظلل المنطقة ابلمثلة بواسطة PU (Q N~ R)‏ 


ما أنه لدينا العلاقة PUC N~ R)‏ اذن ستکون لدینا للجموعات PRQ‏ , وبالتالي ستکون في الشکل(3- 
3 ثلاثة دواثر متقاطعة متداخلة كما هو في الجزء (a)‏ , وان نجد ۸~ وهو الکمل ل ۸ كما في الجزء (b)‏ , ومن ثم نجد 
NASR‏ © (الجزء 0)) , واخیرا نجد اتحاد P‏ مع (Q (1 R)‏ وهو à‏ الجزء (d)‏ 


AN) | ده‎ 
e7 متا‎ 


Jis (b)‏ الجموعة الکملة (a) (~R) RJ‏ ثلائة دواثر تمثل ثلاث مجموعات 


& js 


© M~R ثل‎ »( PU(Q N~R) Jie d 


شکل(3-3) Jig‏ مخطط فين (Venn Diagram)‏ للمثال )22-3( 


(P NQ) U(PUR) gss P N (Q UR) برهن پواسطة مخطط فين ان‎ 
Prove by Venn Diagram that م‎ N (Q UR) equals (P N Q) U(PUR) 


aa 
x, 


P N (Q UR) (P NQ U(PUR) 


شکل(4-3) Jig‏ مخطط فين Venn Diagram)‏ ( للمثال )23-3( 


بين مخطط فين لمجموعتين منفصلتین 5 و AT‏ 


Show Venn Diagram of two disjoint sets 


شکل (5-3)بین مخطط فين لمجموعتين منفصلتین 5 و1" 


من الشکل الجاور نری ان اتحاد المجموعتين يساوي ۵ , هعنی gil‏ منفصلان. كما ان لكل مجموعة Led‏ ان 
SUO SS‏ و 0 = 10 .٩]‏ اذن من نظرية 1 نجد ان OCS‏ .ومن نظرية 3- 1 , فان: 


SAT - 9 ) or Q ). for every set ولاك‎ -5 and SNo=6, ocS) 


تتمثل تلك العلاقة بالشکل(6-3) JWI‏ : 


C , The complex numbers 


R, The real numbers 


Q , The rational numbers 


I, The integer numbers 


W , The whole numbers 


N , The counting 
numbers 


N= 41, 2, 3, ...} 


W - 40,1, 2,3, ...} 


E یی‎ Te O12 


Numbers of the form a/b ,where a and b are 
integers and b z 0 


All the rational numbers and all irrational numbers 


numbers of the form a + bi, where a and b are real 
numbers and 1= N/—1 


شکل(6-3) يبين العلاقة بين المجموعات الختلفة للاعداد 


ومن خلال الشکل نجد ان العلاقة هي: 


NcCWcIcCQcRcC 


ان الدالة التي مجالها (domain)‏ هو مجموعة من الاعداد الصحيحة التتالية نسمیها بالتتالية (sequence)‏ . فعلی سبیل 
الثال الدالة (5)1 لكل عدد صحیح (i)‏ اکبر من صفر : 
S(i) = i? for each int eger 1 < 0‏ 
تسمی متتالية . ولاسباب تأريخية وللملائمة تم استخدام رمزخاص للدلالة على التتالية غير الرمز (5)1, وقد استخدم 
th‏ 
S,‏ , وبشكل نموذجي اننا نشير الى S,‏ بانه الحد 1 للمتتالية ونشير الى < S,‏ > لتقوم مقام المتتالية, ومن جانب 
اخر اذا رمزنا للمتتالية ب {Sn‏ فان ذلك يشير الى المتتالية الكاملة (entire sequence)‏ , اي يشير الى: 
Si. Dissected Sasss‏ 


كما هکن القول ان المتتالية هي عبارة عن قائمة یاخذ الترتیب Lyd‏ بنظر الاعتبار , فمثلاً القائمة )45,4 (ordered list)‏ 
التالیة: 


هي عبارة عن متتالية (sequence)‏ , العنصر الاول فیها هو 2 والعنصر الثاني هو 4 والعنصر n‏ هو 2n‏ وهکذا. اذا فرضنا ان 
S‏ يرمز الى تلك التتالية فان: 


القائمة المرتبة التالية : 
a,a,b,a,b‏ 


هي عبارة عن متتالية (sequence)‏ , العنصر الاول فيها هو a‏ والعنصر الثاني هو a‏ , وهکذا. فاذا فرضنا ان t‏ يرمز الى تلك 
المتتالية فان: 


ان هذا المثال يبين ان المتتالية تتكرر فیها العناصر, وهذا عکس المجموعة (Set)‏ التي لاتتکرر فیها العناصر 
عرّف المتتالية ( {ty‏ حسب القانون التالي: 

tn = wk n21 
اذن ستکون العناصر الخمسة الاولى كمايلي:‎ 


0, 3, 8, 15, 4 


اما الحد رقم 55 فهو: 


1-4 - 552 = ووا 


اکتب الحد الثالث للمتتالية > S;‏ > املعطاة بالشکل التالي: 


S, =i(i-1)+1 izl 


Le‏ انه المطلوب الحد الثالث . اذن (i)‏ قیمتها تساوي 3 )3 = (I‏ فسیکون الحد الثالث هو: 
4127 )33-1 2 ,$ 


ان التتالية السابقة تعتبر متتالية غير محددة infinite sequence)‏ )لان حدودها غير محدودة . هذا من جانب , لکن من 
جانب اخر انه احياناً مجال الدالة لایحتاج ان یکون غير محدد SI,‏ اننا في الغالب یکون لدینا مجال الدالة عبارة عن 
المجموعة التالية: 


NS ای‎ 


GSE فاننا نفکر بمتتالية مجالها هو مثلاً }1,2{ ,او مرتب بشکل‎ (ordered pair) ) حالة الاحداثیات (الازواج اطرتبة‎ ds 
: مثل }1,2,3{ وهکذا. اما للتتالية التي مجالها مثل‎ ) ordered triple) 


. (ordered n-tuple) الترتیب‎ susie تدعی‎ 


اذا كان : S = (Sam, Ali, Ahmed, William)‏ هثل متتالية محددة من الاسماء فانه یدعی 4-tuple‏ , 


وترتیب حدوده هو $,=Sam:‏ .و S,=William‏ , وهکذا. ان الترتیب هنا ضروري ومهم عکس الحالة à‏ اطلجموعات ) 
Cue (Sets‏ ترتیب العناصر غير ضروري كما اشرنا سابقاً. 


اذا كانت x‏ هي امتتالية الملعرفة كمايلي: 
xX, < -1 > 1 > 4,‏ 


فان عناصر ‏ هي: 


2, 1, 1/2, 1/4, 1/8, 1/16 


for all n 


Sn < Sn 


Sq 2Sg4, for all n 


المتتالية: 2 وگو 2n,....6‏ هي منتالية متزايدة بسبب ان : 


s, =2n<2(n+l)=s,,, for all n 


اما للتتالية: 2, 1و 1/2 1/4 1/8 1/16 هي متتالية متناقصة بسبب ان: 


=X,,, for all n 


افرض ان {Sy}‏ هو متتالية معرّفة ل )..,1 + (n = m,m‏ وافرض ان (nj,n5..)‏ هي 
متتالية متزايدة تحقق العلاقة ۰( >[ (ny <nyy, for all‏ لكل قيم lk‏ قيمها هي الجموعة 
W.{m,m-+],.....}‏ ندعو التتالية {Sng}‏ هي متتالية جزتية (subsequence)‏ من } 5 .]1[ 


ان المتتالية الجزئية )1( تحصل من المتتالية الثانية(2) بواسطة اختيار الحدود الاول والثاني والرابع والثامن منها (اي من 
المتتالية 2( وهكذا. وبالتالي فان قيمة Ny‏ حسب التعريف اعلاه هي: 


ny = 2K- 
فان التتالية الجزئية تعرّف ب‎ , Sy = 21 فلو عرّفْنا المتتالية )2( بواسطة‎ 
5 _ nak- عام‎ 
Say = Sie -22^ =2 


من جانب اخر ان هناك طريقتان لانشاء متتاليات جديدة من متتاليات عددية وهما بواسطة عمليتي اضافة وضرب الحدود 
سوية كما في JULI‏ التالي:. 


n n 
تسمی رموز‎ | | aj والصيغة‎ . ) sum (or sigma ) notation) تسمی رموز الجمع او‎ yx ان الصيغة‎ 
i-m i=m 
n) و‎ , (lower limit) G| تسمی الحد‎ ( m) وان‎ ( index ) ان( 1 ) تسمی المعامل‎ LS . (product notation) الضرب‎ 
.( upper limit) الحد الاعلی‎ Lë ) 


افرض ان a‏ هي متتالية معرّفة ب (21 1, 20 = (A,‏ , فان اللجموع والضرب كمايلي: 


3 
yx وت‎ ay وو‎ 524 E312 
i=l 


3 
J [a - وه وه ره‎ = 2.4.6 = 48 
i=l 


يمكننا کتابته بدلالة رمز المجموع Sum Notation)‏ )كمايلي 


n 


: ar! 


i-0 
فعلی سبیل امثال:‎ .) irrelevant) السابقن هو غير متصل بال موضوع‎ GJELI )في‎ the index) ان اسم امعامل‎ 


ان ذلك Ble!‏ مهم لیس فقط لتغير اسم المعامل من 1 الى j‏ وانما لتغيير حدود الجمع .ان العملية هي مشابهة 
(analogous)‏ لتغيير المتغير في التکامل (integral)‏ 


اعد كتابة امجموع : 


( = [ -1( ذب زحيث‎ Ss 


ak‏ (1-[ = ) ,اذن الحد ) (ir"‏ يصبح 


Gar ege 


وها ان (1+ 1= [) من منطوق السؤال. اذن عندما (0 = 1( فان (1 > (J‏ وهذا يعني ان الحد الادنى ل زهو 1 . 
وبشکل مشابه n) kue‏ 12( , فان (1+ 1 = [) . وبذلك یکون الحد الاعلی ل زهو (NHI)‏ , وعلی اساس 
ذلك فان: 

n n+l 


209 = 25 (j _ Dro 
j=l 


i=0 


افرض ان a‏ هي متتالية معرّفة بالعادلة التالية: )0 < (a, =2(-1)", n‏ اوجد صيغة للمتتالبة ils‏ 
بواسطة العادلة التالیة: 


5 


فاننا نجد ان: 


s, = 2(-1)° +2(-1)! +2(-1)? +...+2(-1)" 
f if n is even 


LÉ2—942—..t2- : : 
0 if n is odd 


احياناً رموز الجمع والضرب تعدّل لترمز الى الجمع والضرب املفهرس على مجموعات من الاعداد الصحيحة . وبشکل صيغة , 
اذا كانت S‏ هي مجموعة ) (Set‏ من الاعداد الصحيحة 9 ۾ هي متتالية فان : 


225 
ieS‏ 
تدل على المجموع للعناصر fa; | 1 = S}‏ 
وبشكل مشابه فان : 


تدل على الضرب للعناصر fa; | 1 © S}‏ 


1 
اذا كانت S‏ ترمز الى مجموعة الاعداد الاولية اقل من 20 فان ابلجموع = > هو: 
1 
ieS‏ 


و بل بط بل بط بط بل بل و 
i 2 3 5 7 11 13 17 9‏ 


ان اممتتالية المحددة تدعى string‏ . 


افرض ان X = {a,b,c}‏ . فاذا فرضنا ان: 
B, =b, B5 =a, 83 =a, B4 =c‏ 
فاننا نحصل على (string)‏ على X‏ , يكتب ب ( (baac‏ 


وها ان ال string)‏ ( هو متتالية , اذن الترتيب order‏ ياخذ بنظر الاعتبار . فعلى سبيل JULI‏ مجموعة الحروف (5/۳1718), 
caes "baac "‏ عن " "acba‏ 


ان التكرار (repletion)‏ في ال (string)‏ يمكن وصفه بدلالة اس يساوي تكرار الحرف (superscripts)‏ , فعلی سبيل اطثال 
bbaaac‏ ہکن کتابتها ب bac‏ 


ان ال string)‏ ) الخالي من العناصر يسمى null string)‏ ( ویرمز له ب A‏ 


* 
وترمز X‏ الى مجموعة كل ال (Strings)‏ على X‏ ومن ضمنها ال (Null string)‏ . كما اننا نفرض ان X^‏ , وترمز الى 
مجموعة JS‏ ال (null strings)‏ على X‏ . 


۰ ۰ * 
افرض ان X = fa, b}‏ بعض العناصر في × هي : 
A, a, b, abab, b??a?ba‏ 
ان طول ال OL" , (string)‏ " هو عدد العناصر في QA"‏ " , وطول A"‏ " يرمز له ب "| ,0 |" 
مثال: 


اذا كانت aabaa)‏ = ») و (B = 0364832١‏ فان: 


Jal-5, ۳9 


فاذا كانت » و B‏ هما (string)‏ فان ال (string)‏ الذي يشتمل على A‏ متبوعاً ب 8 OB US‏ ویدعی ب 
التسلسل او التتابع Q J (concatenation)‏ و p‏ : 


اذا كانت 6200 = 0 y = aab,‏ فان : 


y0 = aabcabd Oy = cabdaab yà = y = aab Ay = y = aab 


1-اذا كنا نرید معرفة الزمن اللازم لتنفیذ عملية مكونة من عدة خطوات(مراحل) 


2- ونريد معرفة كمية الإنتاج المحصورة من اليوم العاشر مثلاً الى يوم ما اخر. فلو كانت A,‏ تقوم مقام كمية الانتاج Rial‏ 
في اليوم (i)‏ فكمية الانتاج خلال اليوم m‏ الى اليوم n‏ هي مجموع القیم ad;‏ لكل قيم )1( ال محصورة بين nom‏ 
.وكمايلي: 


n 
م92 = ۵ < بدلالة معادلة‎ FA FU مد‎ 


i=m 


n 


n 
ومن ثم اضافة تلك‎ n gm بين‎ (i) فان 20 تقوم مقام نتيجة الحساب ,0 لكل‎ ,) by words) وبدلالة الکلمات‎ 


القيم الى بعضها الاخر للحصول على النتيجة النهائية . 


3 
۱ Vj ك‎ +3? =14449=14 


i=l 


2 V3 == 3° «3! +34 +3 = 360 


واحدة من الامور المهمة UJ‏ باستخدام صيغة كاوس (Guass's formula)‏ هي حساب الجموع للصيغة التالية : 


n 


Š (ai +b) 


i=l 
ا توابت.‎ ga Cue, ( Arithmetic series) الذي بسمی المتسلسلة الحسابية‎ 


10 
> Gi -1(  عومجملا اوجد‎ 
i=l 


لایجاد اللجموع نكتب مايلي: 


10 
2-63: -1( 2 3*1001(/2 +10 * )-1( - 165-10 - 5 


i=] 


او باستخدام التعریف (نجد قيمة كل حد عند كل dad‏ ل )7( ثم نجمع الکل) : 


10 
263 -1( 2+5 +8+11+14 +17 + 204 23+ 26+ 29 2155 


i=l 


في الریاضیات نحن غالباً ما ندعو العدد الاول à‏ الزوج (ordered pair) TEN‏ بقيمة x‏ والعدد الثاني بقيمة y‏ 
ویرمز لهذا الزوج ب (X,Y)‏ والمعادلة : 


(x,y)=(2-5) 
: وبشکل عام فان‎ (Y=—5) و‎ (X=2) تعني ان‎ 
(x,y)=(a,b) if and onlyif x=a,y=b 


وتوجد مسائل كثيرة نحتاج فیها الى دراسة مجموعات الازواج الْرتَبَةِ , وبشکل مناسب ندعو مثل تلك المجموعة بالعلاقة( 
relation)‏ ( . ان وجود الزوج اطرتب (a, b)‏ في علاقة رياضية puis‏ كمؤشر على وجود علاقة (relationship)‏ من a‏ الى 
.b‏ 


ان موذج قواعد البیانات العلائقية (Relational Database Model)‏ , التي تساعد الستخدمین في الدخول الى البیانات في 
duck‏ البیانات (التي هي مجموعة من السجلات (records)‏ المعالجة بواسطة الحاسوب ( أسّست على اساس مبدأ العلاقة 
relation)‏ ). كما ان فكرة الزوج اه تستخدم في due‏ مجالات منها على سبیل JULI‏ تحدید احداثیات اطوقع location‏ 


coordinates 
ان المجموعة التالية:‎ 


R={(4,-3),(2,-5 ),(-3,4 )} 


هي علاقة تم فیها تحديد كل الازواج LSA‏ , حيث Le game‏ العناصر الاولى تمثل x‏ هي }3,24{ ومجموعة 
العناصر الثانية تمثل برهي ] 5,73,4— ( , وان ادراج العناصر في العلاقة ۸ يبين كيف ان polis‏ المجموعة الاولى 
مرتبطة بعناصر المجموعة الثانية لتشکیل الازواج LIL‏ للعلاقة المعطاة.ان طرق مختلفة ‏ ارتباط polis‏ المجموعتين 


S= {( -3,75 ),(2,-3 ),(4,4 J} 


هي علاقة مختلفة los‏ هو RJ‏ رغم ان العلاقتين تشكلت من نفس المجموعتين الانفة الذكر , وذلك لانه على سبيل المثال 
ان الزوج ارتب : )34-(# )4-3( 


تصور ان لدينا الصيغتين التاليتين : 
y=xt+2, and y=xf-2x° -x° +3x+2‏ 
WE‏ نلاحظ ان كلا الصيغتين لهما مجموعة حقيقية (truth set)‏ وکلاهما يحوي متغبرین 


.(Two variables) 


(y 9X)‏ , اذن نحتاج ان نعطي قيمتين , واحدة ل x‏ والثانية ل y‏ قبل ان نقرر صحة او Lbs‏ الجملة . ولكي نکتب 
المجموعة الحقيقية لكل جملة (صيغة) WE,‏ نحتاج الى طريقة لنسجل اي قيمة ل x‏ تفابل اي قيمة ل ر, و نکتب تلك 
القیم بشکل (X,Y)‏ حیث x‏ تمثل القيمة الاولى , ويدعى (X,Y)‏ بالزوج (ordered pair) «SA‏ بسبب وجود 
عددین وبسبب ان الترتیب مهم جدا . 

من جانب اخر ان كلا الصیغتین يصفان العلاقة بين اللجموعة ‏ 1-,2,1,0 ] التي تمثل الجموعة الكونية ل x‏ 
وا مجموعة ‏ 1, 4,3,2 ] التي تمثل المجموعة الكونية ل نز . ان معنی ذلك ان كلا الصيغتين پربط (-1) الى (1) , 0 الى 2, 
1 الى 3 , و 2 الى 4 eg.‏ اساس ذلك ان المجموعتين الكونيتين المعطاة يربطان بالضبط نفس الزوج CAM‏ , أي بتعبير 
اخر ان الصيغتين هما نفس الصيغتين. 

ان المجموعة الحقيقية ل 2 +3 + y = ×“ - 2x0 -X‏ و ,2 +« ح y‏ هي مجموعة الازواج iil‏ 
التالية : .})1,1),0,2),11,3),(2,4-({ 


من جانب اخر 9 معظم الحالات WE‏ مهتمون (concerned)‏ بمجموعة من الازواج ویکون WS‏ من خلال اعطاء معادلة 
يتم من خلالها ایجاد قیم ‏ مقابل قیم معطاة x J‏ , كما في المثال التالي: 


x حيث ان‎ , (X,Y ( هي‎ ASA تمثل علاقة فيها الازواج‎ Q—((x, y)| ر‎ = 4 - 2x , x an integer} y 
العلاقة © بسبب انه اذا‎ polis ان الزوج )1,2( هو من‎ CY = 4 - 2X) تمثل اعداد صحيحة وان العادلة هي‎ 
تقابل قيمة (1= 2 ). ان‎ (y = 2( وبذلك فان قيمة‎ . (y =4-2.1=2) فان‎ (X=1) كانت‎ 
y بعدد صحیح وحسبنا قيمة‎ × Ledge العناصر الاخری ل © هي: ( 0,4 ),( 1,6- ),( 2-,3) , حيث في كل حالة‎ 

من الصيغة ) Y = 4 - 2X‏ ). وبشكل اكثر وضوحاً ان © لها polis‏ مالانهاية . 


في JULI‏ )44-3( ان مجموعة المتغير × هي اعداد صحيحة وان المجموعة لكل القیم الممكنة ل x‏ تسمی مجال العلاقة 

y اذن مجال العلاقة © هو مجموعة الاعداد الصحيحة }3,2,4-{ ونسبة الى قيم × فاننا نجد قیم‎ . (Domain) 
وهي تمثل کل الاعداد الصحيحة الزوجية ( 4,2, 2,6-). اما‎ ) Range) وتسمی کل قيم ۲ الممكنة بمدى العلاقة‎ 
فهما : [ 3,2,4- ] و ) 5,73,4—( على التوالي.‎ (43-3) JULI مجال ومدی العلاقتین في‎ 


اوجد المجال والدی للعلاقة التالية: 
Q-((x,y)ly- Nx‏ 
ان المتغير × لاهکن تعویضه بعدد سالب لکونه تحت الجذر التربيعي . اذن قیم × هي اي عدد صحیح غير سالب . 


وبتعویضها نحصل على قیم ر . اذن المجال هو مجموعة کل الاعداد الصحيحة pall‏ سالبة وان المدى هو ايضاً نفس 
ا مجموعة . 


اوجد Slob!‏ واطدی للعلاقة التالية: 


R={(x,y)|y=2x} 


ان المتغير × بالامكان تعویضه باي قيمة حقيقية , بسبب ان العدد الحقيقي املضروب في 2 يعطي عدد حقيقي Lal‏ . اذن 
المجال للعلاقة R‏ هو : 


1 | x areal number] 


اما المدى فهو de game EUIS‏ الاعداد الحقيقية , بسبب ان مضاعفة عدد حقيقي (2x)‏ هو عدد حقيقي اخر ues.‏ اساس 
ذلك فان المدى هو: 


.{ y | y a real number] 


اوجد ابلجال والمدى للعلاقة التالية: 


S-((xyy)lyosx +1 


ان ا متغير x‏ بالامکان تعویضه باي قيمة حقيقية, بسبب ان نتيجة تربیع اي ous‏ حقيقي ثم اضافة 1 اليه يعطي عدد 
حقيقي ايضا . اذن مجال العلاقة 5 هو (Xx | 0 ۲۵۵ number}‏ . من جانب اخر ان مربع اي عدد حقيقي 
لایکون (X +121) os. (x^ < 0( f UG‏ 


اذن العادلة 1 + 7× = y‏ تتضمن (implies)‏ )1 < ۷ ), وبالتالي فان مجال العلاقة 5 هو 1 < Ay | y‏ 


اوجد Leck!‏ والمدى للعلاقة التالية: 
R={(x,y)| y € x,x and y positive integers less than 5}‏ 

. صحيحة موجبة‎ lael le y 9X Cus 
للاعداد الصحيحة الوجبة اقل من 5 اي : }1,2,3,4{ وعند تعویض قیم‎ x ان ا مجال كما صف هو مجموعة العناصر‎ 
kuss, (Y=1 or 2) فان‎ (x22) bass, Lal (y 21) فان‎ (x21) نجد انه عندما‎ x 
وبالتالي فان‎ , (y 2123 or 4) فان‎ (x=4) .وعندما‎ (y=12 or 3) فان‎ (x-3) 

المدى هو نفس مجموعة المجال اي }1,2,3,4{ (لاحظ اننا م نكرر polis‏ المدى ابلکررة). 


واخيراً هکننا ghol‏ عناصر العلاقة ۸ من الازواج ASAI‏ كمايلي: 


((1,1),2.1),2.2)(3.1)(3,2)(3,3).(4.1).(4.2).(4.3).(4,4)] 


اکتب العلاقة طبقاً الى الخططات الباشرق( Directed Graphs‏ ) البينة بالشکل )7-3( التالية: 


ay 
» 
n 2 


{(a,b),(b,c),(c,d),(a, d),(e,a),(e,d)} {(1,2), (2,4), (1,4), (4,1), (4,3), )3,1(( 


شكل )7-3( المخططات اطباشرة( Directed Graphs‏ ( للمثال 49-3 


اكتب مجموعة الازواج !45,1 للعلاقة بين × و y‏ المعطاة با معادلة التالية: 


J= +X 


{-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4} من الجموعة [1,2,3,4, 0] التي تمثل الجموعة الكلية ل × الى ا مجموعة‎ Ws 
.۷ التي تمثل المجموعة الكلية ل‎ 


ان العلاقة في هذا JULI‏ تتمثل بالازواج ASL!‏ التالية: 
})4-,2),(3,3),(4,4),(4-,1),(2,2),(2-,0,0),(1,1),(1({ 


وذلك لان dad‏ واحدة ل x‏ تقابلها قيمتين yJ‏ المعادلة التي تربط بين × و ر, ( ×± = ل) 


au)!‏ المخطط (graph)‏ على المجموعة }1,,2,,3,4,5{ طجموعات الحدود edge sets)‏ ( التالية: 
a-{{1,2},{1,3}, {1,4}, {1,5}}.‏ 
(b)-{{1}, {1,23 {2,3} {33 {4h {4,5} {5}.‏ 


ان مخطط العلاقة في a‏ هثل مخطط غير مباشر (undirected graph)‏ , كما في الشکل )8-3( كما يلي : 


a-{{1,2},{1,3},{1,4},f1, (۰ 


شکل(8-3) يبين مخطط العلاقة a‏ في المثال 51-3 


ومخطط العلاقة في b‏ هوکما في الشکل )9-3( : 


(b)-{{1},{1,2},{2,3},{3}, (41, {4,5}, {5}. 
51-3 JUL! يبين مخطط العلاقة  في‎ (9-3) USS 


افرض ان ‡ 2,3,4 { = X‏ وان } 4,567 3{= Y‏ فاذا عرفنا علاقة ۸ من × الى Y‏ بالعلاقة التالية: 
(X,y)eR If x divides y (with zero remainder)‏ 

فاننا نحصل على العلاقة WWI‏ بالازواج 45,0 :) 4,4 )و( 3,3),(3.6(,) R={(24),(26‏ 

اذن مجال الدالة هو ابلجموعة ] 2,3,4 1 ومداها هو الجموعة } 345( 


يقال لعلاقة ۸ بانها متماثلة اذا عندما یکون الزوج R à (X,y)‏ اي (x, y) © R‏ فان الزوج (Y, X)‏ ایضا في 
R GR‏ € ( ,۳( ) . وهعنی اخر ان علاقة ما هي متماثلة اذا x lu‏ ترتبط ب ر بالعلاقة ۸ ونرمز لها ب 
R( XRy)‏ , فان y‏ هي lal‏ ترتبط ب x‏ بالعلاقة ( 166/1 . ولتمثيل العلاقة التماثلة فان کل سهم يقترن بسم 
اخر وبالاتجاه المعاكس انظر الشکل(10-3) التالية: 


الشکل(10-3) Que‏ العلاقة للتماثلة 


ان العلاقة R‏ هي علاقة تكافئ (Equivalence relation)‏ اذا امتلکت الخصائص BIW)‏ التالية: 


1- خاصية الانعکاس (reflexive property)‏ : اذا كان a‏ هو pais‏ ينتمي الى مجال العلاقة R‏ , فان الزوج 


) 0,0 ) هو pais‏ العلاقة ۸ اي ينتمي لها. اي ان العنصر a‏ پرتبط مع نفسه .ونرمز لتلك العلاقة ب 
R is reflexive if (x,x)R foreachxinR ۰‏ 
2- خاصية التمائل (Symmetric property)‏ ,اذا كان الزوج (a,b)‏ هو pais‏ من polis‏ العلاقة R‏ , فان 


الزوج ( (b,a‏ هو ایضاً من عناصر العلاقة ۸ . 


3- الخاصية الانتقالية (Transitive property)‏ :اذا كان (a,b)‏ و (b,c)‏ کلاهما من polis‏ العلاقة ۸ 
فان ( ©,0 ) هو من عناصر ۸ ايضاً. 


افترض العلاقة التالية : 


R={(x,y)|y=x,x isan integer] 
ولبیان ان ۸ هي علاقة تکافن فانه يجب فحص الخصائص الثلاثة السالفة الذکر وكمايلي:‎ 
هنا حسب العلاقة , فان‎ x هو عدد صحیح وهو هثل‎ a :اذا كان‎ (Reflexive) فحص خاصية الانعکاس‎ -1 


=a)‏ © ), لذا فان ( 0,0) هو pate‏ من عناصر R‏ البينة في العلاقة اعلاه.اي ان العنصر höpa‏ مع 


2- فحص خاصية التماثل (Symmetric)‏ :افترض ان الزوج (a,b)‏ ينتمي الى ۸ وهذا يعني ( 0 = ۷ ).و 


b اعلاه, فان ه و‎ R فطبقاً الى تعریف‎ (X,Y) يناظر الزوج‎ (a,b) حيث ان الزوج‎ (y =b) 
تصبح عدد صحیح ايضار اي‎ y «فان‎ y هو عدد صحیح وعندما يساوي‎ X هما عددان صحیحان وذلك عندما‎ 


ان a)‏ = 0). لکن اذا كان ( © = 5) فان ww, (a=b)‏ فان (b,a)‏ هو ايضاً ينتمي الى R‏ 
3- فحص خاصية الانتقالية (Transitive)‏ : افترض ان (a,b)‏ و (B,C)‏ کلاهما ينتمي الى العلاقة ۸ , فان 
=D) ob (b-a)‏ ) .لذا فان a)‏ = 06).اذن (a,c)‏ ينتمي ايضاً الى AR‏ 
leg‏ ان Mel R‏ تمتلك الخواص الثلاثة‌اعلاه,اذن هي علاقة تکافی (Equivalence relation)‏ 
A‏ 


من جانب اخر , هکننا من خلال مخطط العلاقة ال مباشر (اطوجه) (directed graph)‏ , ان نحدد ان علاقة ما R‏ هي 
علاقة تكافن وذلك LS‏ يلي: 

اذا اعتبرنا ان المجموعة }}3,5},{2,6},{4 1{{ S:=‏ هي جء (partition)‏ من 
المجموعة }1,2,3,4,5{= X‏ , فان العلاقة ۸ هي علاقة تكافئ على X‏ بسبب انه اذا كانت 5 جزء من مجموعة 
X‏ , فان تعريف العلاقة XRY‏ لتعني انه لبعض المجموعة 8 في 5 ان كلا من * و ينتمي الى S‏ , ومن ثم فان R‏ هي 
علاقة تكافئ. اي ان العلاقة ۸ تحوي الازواج 45,1 (1,1(,)1,3(,)1,5) بسبب ان }1,3,5{ هي ف الجموعة S‏ 
ان العلاقة الكاملة R‏ هي: 

و( 3 51),(5(,) 35( 3,1),(3,3(,) حول )و( R={(1,1),(13‏ 
}) 44( 6 6),( 2 6 ),( 2.6(,) 2,2(,) 5,5( 


واذا رسمنا العلاقة SLSR‏ الشکل LOG , JUJI‏ نجد في کل نقطة Vertex)‏ ) يوجد حلقة (loop)‏ اي وجود 
الازواج )1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6( وهذا يعني انها علاقة انعکاس (Reflexive)‏ , وانها علاقة تماثل 
(Symmetric)‏ لانه لكل حد متجه (directed edge)‏ من lw lv‏ بوجد La‏ حد متجه من iw‏ ۲« . وانها 
علاقة انتقال (Transitive)‏ بسبب انه اذا وجد حد متجه من الى y‏ ,ومن ۲ الى 2 فانه dogs‏ حد متجه من × الى 2 


. انظر الشکل )11-3( . 
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الشکل )11-3( يبين مخطط العلاقة ALAI‏ (اطتجه) (directed graph)‏ ل R‏ اعلاه 


من من العلاقات التالية هلك خاصية الانعکاس على ا مجموعة }1,2,3{ ؟ 
a- (0,1), 23),2,2).(1 3)3,2)43,3)7‏ 
b-{(1,1),2,2),(2,3),(3,2),(3,1),1,3)}-‏ 


ان العلاقة a‏ تمثل ذلك, لان الازواج التالية تنتمي الیها .)3 ,3( and‏ , )2 ,2( , (1 ,1( . اذن هي صحيحة وبذلك فان : 
lin, (X,X)ER‏ العلاقة b.‏ لاتمثل ذلك لعدم احتواء‌ها على الزوج )3,3( 


اکتب الازواج اطرتبة للعلاقة التي تصف العلاقة بين x‏ و y‏ والمعطاة بالعلاقة التالية: 
I‏ ترتبط ب IS y‏ کانت القيمةالمطلقةللفرق بين X‏ و y‏ اصغر او تساوي 
1 .`> |۲۷ - | ) على اللجموعة J‏ 1,2,3,4( . ثم ارسم المخطط الباشر Digraph)‏ ( لتلك العلاقة. 


kus‏ (1 = ×) فان )212 ۷), وعندما (2 = (x‏ ,فان ( 1,2,3 > (y‏ وهكذا الخ بو الال 
فان العلاقة هي: 

((4,4) ,)4,3( ,)3,4( ,)3,3( ,)3,2( ,)2,3( و(2,2) و(2,1) ,)1,2( ,)1,1({ = R‏ ومخطط العلاقة هوكما 
في الشكل (12-3) : 


الشکل )12-3( يبين المخطط امباشر Digraph)‏ ) للعلاقة في JULI‏ 55-3 


من جانب اخر اذا كانت العلاقة R‏ عتلك الخاصية الانتقالية وخاصية الانعکاس لکنها غير متمائلة (antisymmetric‏ 
relation )‏ فاننا نطلق علیها علاقة الترتیب الجزي (partial orders)‏ اي تستخدم لترتیب pole‏ المجموعة , على سبیل 
الثال, اذا عرفنا العلاقة R‏ على مجموعة الاعداد الصحيحة او الاعداد الصحيحة ال موجبة بالعلاقة : 


(x,yJER if x<y,x or If x divides y(evenly) } 


فان ۸ تدعی علاقة الترتیب الجزئي (Partial Order)‏ . 


في Bae‏ مجالات في الرياضيات وتطبیقاتها , ان نوع العلاقة الاکثر اهمية هي العلاقة التي فيها كل فيمة من ال مجال تقابلها 
dod‏ واحدة من الدي لها , ویسمی مثل تلك النوع الخاص من العلاقة بالدالة (function)‏ , ومثال على ذلك العلاقة : 
R={(X,Y)| y= 2x]‏ , حيث من الواضح ان قيمة واحدة ل × تقابلها dod‏ واحدة ل y‏ يسبب ان امعادلة 
التي تربطهما هي :×2 = Y‏ . 

لکن العلاقة اممبينة ف المثال )48-3( التالية: 


R={(xX,y)| y € x,xand y positive integers less than 5} 


ليست دالة بسب ان 


لكل e‏ ۶ (2, 3, و 4( توجد اکثر من قيمة ل y S X Ads, y‏ 


x-axis ) ان الدالة هي علاقة فانه هکننا رسمها بيانياً باستخدام نظام الاحداثيات الكارتيزي مستخدمین الحور السيني‎ Les 
وبسبب ان الدالة تمتلك قيمة واحدة لكل قيمة ل × في المجال , فان الرسم البياني لاهکن‎ (y-axis) وامحمور الصادي‎ ( 
(vertical line) قطعه في اكثر من نقطة واحدة بواسطة اي خط عمودي‎ 


يمكننا الرمز للدالة كما هو في الصيغ التالية: 
f(x) = 2 - 3x, 1)20( = 2- X2, G(x) = 2x, or G ={(x, y)| y = 2x}‏ 


: تعطی بصيغة مثل‎ (relationship) الجبر والریاضیات ان الدالة هي علاقة‎ às 


]0(- 7+2 or y=x+2 


كما ان الدالة هكن أن تکون لمتغير واحد gf‏ اثنان أو ثلاث كمايلي: 


ان الدالة  x + X^‏ <((,00] هي Jie‏ لتغیرین وان مجالها هو مجموعة کل الازواج المرتبة  (XY)‏ من 
الاعداد. وان الدالة 32 + 2y‏ + × = (000,(,2 هي دالة لثلاثة متغیرات × , ,و 2 وان مجالها هو مجموعة 
کل الثلائبات اطرتبة ordered triples‏ من الاعداد . 
من جانب اخر , هکننا ان نبین انه صيغتين مختلفتین یصفان نفس العلاقة بين الجموعة 2 رل ر1,0-] والمجموعة 
.4 رت ,2 ,1( , Js‏ على ذلك الصیختین التالیتین: 

y=x* 2 -x! 43x42‏ ,2 + ع يل 


وها ان الصيغتين مختلفیتن , اذن لابد من البحث عن تعریفات للدالة غير تعریفاتها بطريقة الصیغ الرياضية اعلاه وبدلاً 
من ذلك نستخدم مبدأ العلاقة (relation)‏ لتعریف الدالة كمايلي: 


1- ان دالة من المجموعة D‏ الى المجموعة R‏ هي die‏ من D‏ الى ۸ , مثل هذا ان كل DÀ x‏ ترتبط بقيمة واحدة فقط 
وفقط واحدة في R‏ . ان D‏ پدعی (Domain) Jill‏ و R‏ تدعی اطدی UIU (Range)‏ . 


s -2‏ العلاقة (Relation)‏ بانها مجموعة من الازواج Ordered Pairs) FK‏ ), لذا ستعرف الدالة بانها حالة خاصة 
من مجموعة من الازواج ASA‏ . 
ان الرمز الاساسي للدالة هو ( f‏ ) , ولو عرفنا دالة من D‏ الى ۸ فیمکن کتابتها رمزياً بالشکل التالي: 
f:D>R‏ 
ان الطريقة القياسية لاظهار الدالة بشکل dye‏ هو استخدام مخطط السحابة Cloud diagram)‏ ) كما في الشکل ادناه , 
حيث ان US‏ سهم هثل زوج CSS‏ واحد في العلاقة (relation)‏ ویرمز له ب (X, F(X)‏ 


بين ان العلاقة {(a, 2), (a,3),(b,4),(C,5)}‏ هي ليست دالة من d D={a,b,c}‏ 
R={2,3,4,5}‏ 


ان العددین 2 و 3 في الجال يرتبطان بالنقطة + في الجال (اي سهمین یخرجان من (a‏ وهذا عکس تعریف الدالة . اذن 
العلاقة هنا ليست دالة . انظر الشکل )13-3( . 
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الشکل )13-3( هشل العلاقة ‏ المثال 56-3 


اذا كانت 2 +×  f(X)—‏ تستخدم كصيغة (formula)‏ تصف الدالة f‏ من الجموعة }1,0,1,2-{ الى 
الجموعة }1,2,3,4{. Gals‏ العلاقة التي f I$‏ ؟ 


ان العلاقة هي: })1,1),(0,2),(1,3),(2,4-({= gés f‏ بالشکل )14-3( التالي: 
| 
f= -‏ 
js‏ 


الشکل )14-3( هثل العلاقة في JLI‏ 57-3 


من جانب اخر, ان الدالة (function)‏ التي هي حالة خاصة من العلاقة relation) diab JI‏ ( تعطي لكل pais‏ - من 
المجموعة X‏ عنصر واحد بالضبط من اللجموعة ‏ . ان الدوال تستخدم بشکل واسع في الریاضیات التقطعة , على سبیل 
JULI‏ , الدوال تستخدم لتحلیل الوقت الضروري LAD‏ الخوارزميا ت (Algorithms)‏ 


ومن الامثلة الكثيرة على الدالة التي نتعامل معها Log:‏ هي: مثلاً عدد الامیال المقطوعة لكل غالون وقود هو دالة للسرعة 
التي نقود بها السيارة . ومقدار ماندفعه لشراء الحاجیات اليومية من الاسواق هو lo‏ لوزنها , وکذلك ثمن ارسال رسالة او 
طردا بريدياً في البرید هو دالة لوزنهما....وهکذا هکننك تصور امثلة عديدة حول الدالة. 


. هي دالة ؟, وضح ذلك‎ 1) X,Y (| y = 2x +3,x a real number } هل العلاقة‎ 


اذا كانت x‏ عدد حقيقي , فان y‏ تمثل العدد الحقيقي 2X43‏ , فمثلاً لو كانت 2 = × فان 7= y‏ , واذا كانت 
(x = —1/2)‏ فان 2 = ۷ . وبشکل واضح ان قيمة واحدة ل ۶ ,ان التعبير الرياضي 3 + ×2 یعطینا قيمة 
واحدة وفقط واحدة ل . وعلی اساس ذلك ان العلاقة املعطاة یکون لها قيمة واحدة للمدی مقابل قيمة واحدة للمجال. 
اذن العلاقة تمثل دالة. 


هل العلاقة }1+ x, y (| × = y^‏ )) هي دالة ؟, gés‏ ذلك . 


ان مجال العلاقة هذه هو المجموعة ]1 < A(X | X‏ ولو اخذنا 5 = × مثلاً , فان المعادلة 1 + ”ل = × تعطينا 
5=y +1‏ 


Ass .اذن الزوج )) 5-2 ) والزوج )5,2( کلاهما للعلاقة اعلاه.‎ y = ±2 ,اي ان قيم برهي‎ y^ =4 o, 
اساس ان قيمتين من الی للعلاقة هناك قيمة واحدة للمجال, وهذا یخالف تعریف الدالة . اذن العلاقة‎ 


{(%y)|x=y? +1}‏ لاتمثل دالة. 


1 - ان الدالة f‏ تدعی injection)‏ ( او دالة واحد الى one-to-one function) Als‏ )اذا كانت polis‏ مختلفة من 
الجال ترتبط بعناصر مختلفة من المدى (range)‏ . هکذا ان دالة واحد الى واحد اذا كان paie JS‏ في مدی الدالة پرتبط 
على ابعد تقدير pais‏ واحد من المجال (domain)‏ . لذا فان الدالة في الشکل )15-3( (a)‏ و (b)‏ هما دالّتا واحد الى واحد 


.انظر الشکل (15-3) . 


J Y Oo © م‎ © 


a) (b) 


الشکل )15-3( هثل خصائص الدالة 


ان ا مجالين للدالتین في (a)‏ و (b)‏ اعلاه , هما }1,2,3,4{ و }1,2,3{ على التوالي. 


2 ان الدالة f‏ تدعی (surjection)‏ او (onto function)‏ اذا كان کل عنصر في المدى پرتبط على الاقل بعنصر واحد من 
الجال. وهنا يعني ان من الممكن ان نقطتبن من المجال تحققان نقطة واحدة من الدی للدالة. انظر الشکل(16-3) ادناه: 


INS 


الشکل )16-3( Jig‏ خصائص الدالة الاخری 


ان العلاقات في الخططات التجة التالبة LEY‏ دوال بسبب انه سهمین تخرج من النقطة 2 ولایوجد سهم یخرج من .b‏ 
انظر الشکل (17-3) 


O ©‏ كن 


Two arrows leave a no arrows leave b 


الشکل )17-3( gus‏ العلاقات في JULI‏ 60-3 


كما سبق فانه بالنسبة الى الدوال فانها اما Uo‏ واحد الى واحد one-to one)‏ ) , او sl, (onto) function àJls‏ کلاهما 
(one-to-one or onto function (‏ وتدعی ) OS! . (bijection function‏ اي من العلاقات ال معطاة ادناه تمثل دالة من 


الجال D‏ المعطى الى المدى R‏ المعطى ايضاً. 


(a)- f ={(a,1),(a,2),(@b,1),(c,2),(d,3)}. | D-tabod) R={1234} 


ان العلاقة (a)‏ لاتمثل دالة GY‏ النقطتین 1 و 2 کلاهما پرتبط بالنقطة a‏ (انظر الشکل(18-3) 


الشکل(18-3) هثل العلاقة ه في المثال 61-3 


(b)- f(x) = x? D ={-2,-1,0,1,2} R-(044] 


onto function )‏ ( بسبب ان 


]5.4 )19-3( هثل العلاقة b.‏ في JEL‏ 61-3 


ان العلاقة Jiz (b)‏ دالة لأن لكل x‏ , توجد قيمة واحدة GS, f(X)‏ انها دالة 


كل من 0, 1, و 4 هي نتيجة تربیع قيمة الجال , اي هناك قیمتان ل x‏ یقابلها dad‏ واحدة ل y‏ وان ua f.‏ ليست دالة 


f{2=4 $'s f(-2)=4 بسبب ان‎ ) one-to one الى واحد(‎ als 


افترض ان R,‏ هي علاقة من X‏ ال Y‏ وان R,‏ هي علاقة من ۲ الى 7 , فان ترکیب R‏ و یرمز له ب 
R, oR,‏ وهو علاقة من X‏ الى Z‏ ویرمز لها ب 


RoR, ={(x%,y)|(x,yJER, and (x,y)ER, for some y eY 
اذا کانت:‎ JULI وباستعمال الدوال فاننا نجمعها بطرق مختلفة , على سبیل‎ 


f(x)=Vx و‎ g(x)=1-x? 


فان : 


f(g(x)- ۰۷1-۳ = f ° g(x) 


f(x)- ۰۰ f(g( x» Jg) - 1أء‎ - x? 


وهذه تعطي ازواجاً من (X,Y)‏ اذا كان الطرف الايمن يساوي ر. ان تركيب الدالة f‏ مع الدالة g‏ هو علاقة relation)‏ 
) جديدة یرمز لها ب circle g") 1,335 f o g(x)‏ ), أو f composed with g)‏ ) التي تحتوي الازواج (x, y)‏ 
اذا وفقط اذا y= f G(X)‏ التي 1,8 f of 9 of x)‏ 


لكل زوج من الدوال املعطاة ادناه اوجد 9 © / . 


e-fG)-2x*3 g(a) - 2+ 


(b)- f ={C,2),(2,3),(3,4),(4,6)}, g ={(4,1),(b, 2), (c,4),(d,3)] 


a: f («)وه‎ 205:3)43- 3 
b: fog(x)= ((a2),(b3),(c6 (,) 0 4)} 


في زوج الدوال ادناه , از صورة الدالة (image) g‏ هي مجموعة جزئية من مجال الدالة liss, f‏ لكي تُعرّف 
f o g(x)‏ . لذا اعطي افضل وصف باستطاعتك لدالة f o g(x) : (composition function) GSP)‏ 


a)- f ={(1,-1)(2,-2)(3,-3)(4,-4)(5,-6)} 9 ={(1,3),(2,4),(3,5)} 


ان مجال الدالة f‏ هو الجموعة ]1,2,3,4,5( , ومجال الدالة g‏ هو }1,2,3{ , اما صورة الدالة ع فهي BE‏ 
Gull‏ فیها اي polis‏ ر في کل زوج مرتب فیها وهي }3,4,5{ , ونلاحظ ان مجموعة الصورة هي مجموعة جزئية من 
مجموعة مجال f.‏ اذن يمكننا تعریف (×)9 ۰ ]. 
والان كيف نجد f (G(X))‏ لكل à dx‏ الجال لم .؟ 
ویتم ذلك من خلال : 

G(X) ایجاد‎ -1 

2 تعویض G(X)‏ في الصيغة للدالة f‏ 
ولوصف العلاقة f o g(X)‏ کمجموعة من الازواج المرتبة UB‏ نحتاج ان نعرف »g(1)‏ , (9)2 ۰ ] و 
f o g( 3)‏ لان لدینا مجال ليم هو }1,2,3{ وهو x polis Jie‏ ونجد كمايلي: 


f )0((< f @=-3 this give us the pair  (1,-3) 
f (920) = f (4)2-4 this giveus the pair (2,-4) 
f (9(3)» f (5)2-6 this giveus the pair (3,-6) 


bey‏ ان 3--(3) f (G(1))= f‏ قد اعطتنا (3-) , وعند التفتیش عن 3 - في الدالة f‏ نجد انها في الزوج 
)3-,3( اي ان مع (3-) العدد 3 الذي هو ل × , وبالتالي نبحث عن العدد 3 في الدالة WE g‏ نجده ‏ الزوج )1,3( , 


اذن ناخذ منه العدد 1 الذي x Jig‏ لنحصل اخيراً على الزوج (3-,1) الذي هو f o G(X) BA‏ , وبنفس الطريقة 
نجد بقية الازواج . 


اذن مجموعة الازواج 45,11 للعلاقة f © g(X)‏ هي: })-,4),(3-,3),2-,1{= f ° g(x)‏ 


A 
لي‎ , f هي مجموعة جزتية من مجال الدالة‎ (image) g مرة ثانية , في كل زوج من الدوال ادناه , ان صورة الدالة‎ 


. f ° g(X) : (composition function) .لذا اعطي افضل وصف باستطاعتك لدالة الترکیب‎ f ° 9)×( Ss 


1- f(y) - y? +1 and g(x)=3/x 


f -(00و)‎ f W)= رعلة)]‎ - (Ix +1=x+1. 


اما بالنسبة لزوج الدوال التالي: 


2- (=× +1, 900 =Vx-1 


A fog(x)= f G@)= f(Vx-1)=(Vx-1) +1=x-1+1=x. 


مثال 53 a‏ 
اذا كانت ,۸ تمثل العلاقة : 
R, - )) 12 (,) 1,6 (24 (,)3,4 (36 ),(3 8 )}‏ 
وكانت R,‏ تمثل العلاقة : 
R, - ((2,u (4,s ),(4,t),(6,t ),(8,u ((‏ 
فان :R, o R,‏ 
}) لار3 )و( ار3 )و( 5و3 )و( 2,1 R, oR, -((Lu),,t),(2,s),(‏ 


ولتوضیح ذلك : ان مجال العلاقة R,‏ هو المجموعة }24,68{ ,والصورة لها (y polis)‏ هي المجموعة 
.{U,S,t }‏ واخيراً فان مجال العلاقة ,۸ هو الجموعة } 1,2,3 ]. اذن لایجاه العلاقة gles Lib, R, oR,‏ 
لايجاد ازواج R; ° R,)2( , Rر ° R,(1)‏ ,و R, ° R(3)‏ حسب مجال Ry‏ 

bey‏ ان 2,6-(1,)1-((1,)1) ر۸ قد ths!‏ )26( ,اي مع ال 1 في R‏ یوجد 
الزوجين ( 1.6 ),( 1,2 ) وعند التفتيش عن 2,6 في الدالة R,‏ نجد انهما في الازواج (2,U),(6,0)‏ اي ان 
مع (Ut)‏ ناخذ العدد 1 من R,‏ الذي هو ل × , لنحصل اخيراً على الازواج ( ,ار( (1,U‏ الذي هو للعلاقة 
R, o R,‏ , وبنفس الطريقة نجد بقية الازواج .وتكون العلاقة النهائية : 


R, 9 R, = {(1,u مارگ )و( ارت )و( 3,5 )و( 2,1 ),( 2,5 )و( ولو(‎ J} 


1-14-3 الدوال العكسية Inverse Functions‏ ا 
foss bus‏ و چ ob‏ , و كانت × < (900] ,و (f()) - y‏ 9 لكل àx‏ مجال ع , ولكل Sy‏ مجال f‏ 
فاننسانقول‌ ان ۶و g‏ عكس بضعهما الافر(يعني #عكس »(g‏ 
( و عکس (f‏ .ونرمز لتلك العلاقة ب f lus f = 9" and 9 = f^‏ عکس ولیست مرفوعة الى الأس (- 
1(. 


فلو كانت dile f‏ من × الى Y‏ ,فان عکس (inverse off) f‏ پرمز له ب f”‏ هو العلاقة من ۲ الى X‏ ونعبر عنها 
کمایلی: 


f'={(y xX |Caye f} 


لكل زوج من الدوال التالية , ode‏ فيما لو كانت الدالة f‏ عكس الدالة ج . 


w- f(x) = x +1; g(x) =Vx-1 


افرض ان f(x)‏ = , اذن 1+ VEX‏ ,اذن قيمة <ستکون 1 - 3/۷ = adeg, X‏ فان 


f G2 Nx-12 g(x) 


واخيراً نستنتج ان الدالة عكس الدالة ع . 


.9 (X) و‎ F(X) ,فاوجد‎ G(X) = (x2 +1 و‎ f(x) = Mx -1 casis 


1- افرض ان Y= G(X)‏ ,اذن 1+ (2- Y=(X‏ , اذن قيمة x‏ ستكون :2 + 1- لأ = × ales,‏ 
فان 


"6-3 -1+2 - 9709 


y=¥x-1, os. y= f) افرض ان‎ -2 


x=(y+1) = f); وان:‎ 
: فان‎ ddeg 


f 1)0 = QD? g^ (x) = ¥x-1+2 


اذا كانت : (( 4,4 ),( 3,6 ),( 3,3 ),( R={(24),(28‏ 
فان : [( 44 )( قم 6 ),( 3و3 ),( 6,2 ),( 4,2 )) - R”‏ 


اذا كانت g( x) = x^‏ , فان /3< ( ۲" g‏ وبالتالي فان العلاقة ع تحوي كل الازواج ( 7,27 ) التي تقابل 
1- 
الازواج ) (OG‏ وان العلاقة G‏ تحوي كل الازواج بالصيغة (YX)‏ وهي (VAY (= COX)‏ 


ان العلاقة البيانية ستكون بين النقاط ) (X, X?‏ والنقاط (X^ ,x)‏ 


ارسم العلاقتين املعطاة ادناه على نفس المحاور (axes)‏ , وبين كيف ان العلاقتين تتعلق بالرسم البياني ل Y = X‏ . 


gQ) =x s مم‎ - Mx ; 


ان الخطط البياني ,الشکل ( 20-3 ) , ادناه يبين ان الدالتين عکس احدهما الاخری ,وانهما متماثلتين حول الخط المستقيم 
y = X‏ , حيث ان الدالة f‏ تقع على هين معادلة الخط الستقیم y = X‏ , اما الدالة g‏ فتقع على الشمال منه, ویتم 
الرسم البياني من خلال ایجاد النقاط (X,Y)‏ اي نفرض قيم x‏ ونجد مایقابلها ل y‏ . اما ایجاد العکس فاننا نعکس قیم 
الازواج )405 X‏ ل y‏ وقيمة ALS (x Jy‏ 


1 تا ass‏ ی[ 1 02 04 06 08- 1- 


الشکل )20-3( يبين الرسم البياني للعلاقات في ا مثال 69-3 


15-3 مصفوفات العلاقات Matrices Of Relations‏ 
تعتبر المصفوفة الطريقة LEU!‏ لتمثیل علاقة R‏ من << الى Y‏ . مثل هذا التمثيل يستخدم بواسطة الحاسوب لتحلیل 
العلاقة . وعلی صفوف اطصفوفة X polis gà ( rows)‏ ونضع عناصر Y‏ على اعمدة المصفوفة وکلا العناصر لیس 
بالضرورة ترتبیها بل C55‏ بشکل عشوائي. اما مدخلات المصفوفة في الصف × والعمود y‏ فتکون واحد اذا كانت x‏ ترتبط 

ب (xRy ) y‏ وصفر عکس ذلك. 


لو كانت لدينا العلاقة التالية: 


R ={(1,b),(1,d )(2,c )و(‎ 3۴ ),(3,b ),(4,4 ([ 


ان هذه العلاقة ستکون بالطبع من } 234 1{= X‏ الى Y=f{a,b,c,d}‏ طبقاص الى الترتیب 4321 


و C,d,b,d‏ , واللصفوفة التي تمثلها هي كما هو ادناه: 


a bc d 
1/0 1 0 
210 0 1 


1 
0 
3.0 1 1 0 
0 


4۱1 0 0 


اما لو اخذنا الترتیب 1,4,3,2 و C,d,b,d‏ ستکون المصفوفة كالاق: 
d bac‏ 


2(0 
3|0 
40 
11 


a © دم‎ C 


1 


O HH © © 


1 
0 
0 


اما مصفوفة العلاقة 


R= {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d ),(b,c ),(c,b )} 


SYS فهي‎ C, d,b,a والترتيب‎ Y ={a,b,c,d ] على المجموعة‎ 


a bc d 


a(0 
9۱0 
c| 0 
010 


O با‎ RR © 


O RH © 
pa © © © 


اما لو كانت لدینا العلاقة ۸ من ) 2,3,4 ]= X‏ الى Y={5678}‏ نسبة الى الترتیب 4,3,2 و 8765 


ومعرفة بواسطة XRY‏ اذا كانت × تقسم y‏ , فان المصفوفة التي تمثلها هي: 


5 6 7 8 
20 1 0 d 
3/0 1 0 0 
41۱0 0 0 1 


تمارين الفصل الثالث 


1- Write the following sets using the listing method and using set-builder notation: 
a) The set of counting numbers greater than 0 and less than 1. 


b) The set of even counting numbers . 


2-1] U ={a, b, c, d; e f} , A = (a, b, c, d}, and B = (b, d, ej. Find the subsets of B and find the 


following: 
a-ix|xeU ^xe Bj b-íx|xe A^xe A} 
c-íx|xeA^xe Bj 


3-If U ={a, b, c, d, e, f} , A = {a, b, c, d}, and B = (b, d, ej. Find the subsets of B and find the 


following: 
a-ix|xeA^xe Bj 
b-íx|xeU ^xe Aj 
c-íx|xeA^xe B} 


4- Draw Venn diagram to illustrate each of the following sets: 


a{x|xe A or xeB} , {x|xeA and xeB} 
5- If A = {d, b, Cj find the members of the power set( poA» 


6- Write down the implies relation on the set S = 1 [2 , 0, ۳ ۸ 0, ۷ q} of symbolic 


statements. 


- Prove that رم‎ (DK + C) = 1 bs(s +1) + sc 


8- Write down the ordered pairs of the relation specified: 


(r -8۳( -(K -8۳ onthe set سا‎ 2,-1,0,1,2} 


9- Find the domain and the range of the following relation: 


Q={(x%y)| y=vx! 


}1+ - 7 | (ب) < 5 


10- Decide Whether the given relation is a function. State the reason for your answer in each case. 


.Q=(xy)lx=y’ j „R={xy)ly=x | 


11- Write the equivalent classes of the equivalent relation given : 


2 2: 
(x, y) 6 R if X — y on the set {-2, -1, 0, 1, 2, 3] 


12- Find the ordered pairs, the domain , and the range of the relation y < X 9 where x and y 


are positive integer less than 3. 


13- For the pair of functions given below, find the composite function f og. 


f= (0, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 6)}s g= {(a, 1), (b, 2), (c, 4), (d, 3)} 


14-if f(x) = Vx -1 and g(x) = (x-2)? +1 find. f (x) ana g (x). 


(C)-Write down both the edge set and the symmetric relation of the following graph. 


( 
a ^ 
P 
Qs d. m 
or Uc 9 


15- Let V be the set {{1, 2}, (3, 4}, (1, 2, 3}, (4, 5}, 16, 8}, (7, 8, 9}, {7} }. Defined a relation R on V 
wA, YER if XNY #9. 
(a) Show that R is symmetric, and draw the graph of R. 


(b) Write down the connected components of this graph. 


16-For each pair of functions below, the image of g is a subset of the domain of f, so that 


f og (x) is defined. Give the best description you can for the composite function n o g(x). 


a) f ={(1.-1) (2,-2) (3,-3) (4,-4) (5,-6)} g ={(1,3),(2,4),(3,5)} 


17-Given f = {(1,a), (2,0), (3,5) } from X = {4,2,3} to 
¥c= {a,b,c} is one-to-one function and onto y. Find f` : 


18- Prove that the following relation R , is reflexive, symmetric, and transitive and show its 


Diagraph. 


}) 44( 6 6),( ضر 6 ),( 2,6 ),( 2,2(,) 5,5( 


19- Write down the matrix of the relation R from X = {2,3,4} to Y = {5 ,6,7,8} relative to 
the orderings 2,3,4 and 5,6,7,8, defined by: 


xRy if x divides y 


الفصل الرابع 
انظمة العد 


Numbering systems 


The Data Hierarchy ترکیب البیانات‎ 1-4 


ان US‏ انواع البیانات املعالجة بواسطة الحاسوب الرقمي اختصرت اخيراً الى خليط من الاصفار والواحدات )15,08( . 
وهذا Susy‏ بسبب ان ذلك یکون سهلاً واقتصادیاً لبناء اجهزة الكترونية تعمل بمستويين مستقرین احداهما هثل الصفر 
والثاني هثل الواحد. ومن الجدیر با ملاحظة ان الدوال المؤثرة النفذة بواسطة الحاسوب تشتمل فقط على اغلب التعاملات 
الاساسية للصفر والواحد في المعالجة. 


ان اصغر وحدة معلومة à‏ الحاسوب هي البت (Bit)‏ والتي تفترض اما القيمة صفر او القيمة واحد ,وهي مختصر ل ) 
(BinaryDigit‏ ,وهو الرقم الذي یفترض ان یکون واحد من اثنین. من جانب اخر , ان دواثر الحاسوب تنفذ مختلف 
معالجات البتتات ( مثل فحص قيمة البت 0 او 1, تضبيطها ( Setting the value of a Bit‏ ( اوعکس قيمة البت من 0 
الى 1 او من 1 الى 0. واذا اردنا ان نخزن ا معلومات فانه يتم استخدام مجموعة من الخانات الثنائية للتعبیر عن الحرف 
وعادة ماتستخدم ثمانية خانات تدعی Cob‏ واحد One Byte)‏ ) وهي اصغر وحدة يتم التعامل معها وحسب الجدول )4- 


1 التالي: 
Bit Oorl‏ 
Byte 8 bits‏ 
Kilobyte 2" byte (1024 bytes) 1024-32x32-2':x2'-2"‏ 
Megabyte Kilo kilo byte =2 byte 1024 x 1024 =2”‏ 
Gigabyte Kilo megabyte= ET byte 1024 x1024 x 1024-2"‏ 
Terabyte Kilo gigabyte- 2۳ byte 1024 x 1024 x 1024 x 1024-2"‏ 


جدول )1-4( وحدات تخزین البیانات 


من جانب اخر انه من التعب للمبرمجین العمل مع البیانات بصيغة الستوی الواطئ للبت . والبدیل لذلك هو العمل مع 
البیانات بصيغة الارقام العشرية (0, 1, 2 ‘eee‏ 
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والحروف الابجدية (من A‏ الى 7 او من dla‏ 2 ), والرموز الخاصة مثل and)‏ ,/ ,؟ و و و ,)6 ,* & ,96 ,© ,$ ie,‏ 
(many others)‏ . ان الارقام والحروف والرموز تسمی احرف ( Characters‏ ). ان مجموعة کل تلك الحروف تستخدم 
GUS‏ البرامج وتمثيل البيانات في الحواسیب الخاصة وتسمی مجموعة أحرف الحاسوب (Computer Character Set)‏ 


وها ان الحاسوب بامكانه ان یعالج 0 و 1 , فان كل حرف من مجموعة احرف الحاسوب يتم تمثيله بسلسلة متتالية من 
الاصفار والواحدات ( 15 ,05 ) تدعي byte Cob‏ . البايتات ) (Bytes‏ بشكل عام تتشكل من ثمانية بتتات ( bits‏ 8 ).ان 
المبرمجون ينشأون البرامج والبيانات بالاحرف, والحاسوب gly‏ ذلك كطراز من البتتات (Pattern of Bits)‏ 


وحيث ان الاحرف تتشكل من البتتات فان الحقول (fields)‏ تتشكل من الاحرف او البايتات .ان الحقل هو مجموعة من 
الاحرف التي توصل ال معنى ibe,‏ الحقل الذي يتضمن حروف وحيدة صغيرة او كبيرة ( Solely of Uppercase And‏ 
(Lowercase Letters‏ ممكن يستخدم كأسم شخص .ان انواع البيانات المعالجة بالحاسوب تشكل الشكل الهرمي لتراكيب 
البيانات ) Data Hierarchy‏ ) والتي فيها تصبح البيانات اكبر واكثر تعقيدا في التراکیب وكما نعالج من البت الى 


البایت ثم الحقل وهکذا . اما السجل فیدعی felis‏ او le‏ في in structure or class in c++)& ctt‏ ( 
ویتکون من عدة حقول تسمی العناصر بلغة C++‏ . والشکل (1-4) التالي يبين التسلسل التعلق بترکیب البیانات ( Data‏ 
.(Hierarchy‏ 


khalid | Omar 


Nassir |Hussien 


Ahmed | Omar Record 


Ahmed Field 


to 1000001 Byte (ASCII character A) 


۳ Bit 


The data hierarchy 


IRS‏ )1-4( ترکیب البیانات 


14 ڪڪ 


(Binary Code System) نظام التشفير الثنائي‎ E 


American Standard Code for Information ) نظام التشفیر الأمر يكي القياسي لتبادل العلومات‎ a 


Interchange) 


يستخدم النظام الثنائي )0,1( للتعبیر عن الرموز امختلفة ( کالحروف الابجدية والارقام والعملیات الرياضية +, » 


*, ؟ ۵ # و وى ی الخ ) Wg‏ بجعل عدد معين هثل ذلك الرمز وهذا مايسمى بنظام التشفير الثنائي Binary‏ 
(Code System)‏ . 
ومن اشهر انظمة التشفیر هو نظام التشفير الشهیر ASCII ( American Standard‏ 


Code for) Information Interchange (‏ 
ان اغلب الطرق الشائعة لتمثیل الاحرف داخلياً في الحاسوب هي بواسطة استخدام طول ثابت طجموعة البتتات 


Fixed Length Bit Strings)‏ ). على سبیل JEL!‏ نظام اسكي ASCII)‏ ) هثل کل حرف مجموعة من البتتات عددها 
سبعة . انظر الجدول (2-4) التالي: 


character Decimal 
A 65 
B 66 
0 67 
1 49 
2 50 
! 33 
* 42 


جدول )2-4( نظام اسي لبعض الرموز 
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ان الجدول(2-4) ادناه هثل مجموعة احرف اسكي (ASCII character set)‏ . فالارقام اطوجودة على يسار الجدول d;‏ 
الارقام في الیسار من الکافن العشري ))0-127( Decimal Equivalent‏ (. والارقام في اغلی الجدول مثل e M‏ 
في اليمين لشفرة الحرف Mie. (Character Code)‏ شفرة الحرف F‏ هی 70 وشفرة الرمز & هی 38 وهکذا Lad‏ مکونات 
الجدول(3-4) ادناه: © 0 1 


ASCII CHARACTER SET 


0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0 nul soh stx etx eot enq ack bel bs ht 
1 nl vt ff cr so si dle dcl dc2 dc3 
2 dc4 nak syn etb can em sub esc fs gs 
3 rs us sp ! 1 # $ % & 

4 ( ) B * > - / 0 1 
5 2 3 4 5 6 7 8 9 $ 
6 « = > ? @ A B 6 D E 
7 F G H I J K L M N 0 
8 P Q R 5 1 U v Ww X Y 
9 Z [ \ ] ۸ 2 : a b c 
10 d e f g h i j k 1 m 
11 n o p q r 5 t u v w 


جدول )3-4( رموز نظام اسكي 


۱ 7 ee 
اخر اننا نحصل على جمیع قيم الرموز في النظام من‎ Ging, 2" پلاحظ ان اعلى قيمة في جدول اسكي لاتزید عن 128 هي‎ 
1000001 ب‎ dub Jie cus 65 الذي يساوي‎ A مجموع بعض الارقام الحصورة بين 64-1 وكمايلي: افرض الحرف‎ 
انظر الشکل )2-4( التالي:‎ 1464-65 Cus 7 bits روهذه هي‎ 


196 


۱ 2 اد ا 2 . 

64 ۱ 32 | 16۱ 8| 4 

A=65 | > ıl of ol 0| 0 
Bit no. 7| 6| 5| 4| 3 


شکل )2-4( تمثیل الحرف A‏ بنظام الاسي 


ولو اردنا ان نمثل كلمة hello‏ باستخدام نظام ASCII‏ ,فان كل حرف هثل bits.‏ 8 والنتيجة تکون كمايلي: 


h e 1 1 o 
104 101 108 108 111 
01101000 01100101 01101100 01101100 


01101111 


شکل )3-4( تمثيل كلمة hello‏ بنظام الاسي 


اکتب اسمك كما یفهمه الکومبیوتر مستخدما نظام التشفير 45011 للتعبیر عنه اذا علمت ان 


Decimal System : النظام العشري‎ 1-3-4 


Octal System: النظام الثمانی‎ 2-3-4 


Binary System : GLU) النظام‎ 3-3-4 


4-3-4 النظام السادس عشري : Hexadecimal System‏ 
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في كل نظام gous‏ يوجد ما نسمیه برموز النظام( (Symbols‏ وأساس النظام (Base)‏ ان نظام العد هذا هو نظام مرتب 
مع 10 كأساس له, ویستخدم الرموز المسماة ارقام من ).9 ,8 ,7 ,6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1 ,0 ) وكل رقم في هذا النظام له قيمة 
موقعية (a place value)‏ . اذن القيمة التي hig‏ اي رقم تعتمد على موقع ذلك الرقم ضمن العدد الذي هثله . فالرقم 2 
مثلاً في العدد 312 28 J‏ 2 ) واحدان (Two Ones‏ فقط بينما الرقم 2 في العدد 321 تمثل 20 
( عشرتان (Two Tens‏ 


n 


GQ" = axaxa  ..... dà 
— —— -———— 2 
6۲ = 1 a < 0 


312 =(3x100)+(1x10)+(2x1) -l 


=(3x10)+(1x10') +(2x 10°) 


ان الخطوة الاخبرة تدی صيغة التمدد Expanded Form)‏ ). كما ان 3 النظام العشري (Decimal System)‏ تم Ee‏ 
الاساس 10 , فمن المحتمل ان یکون بسبب ان الاصابع العشرة ملائمة لعملية العد . 


اکتب الرقم 3406 بصيغة التمدد (Expanded Form)‏ واکتب (5x10) + (2x10) + (3x10°‏ بالصيغة العشرية 
الاعتيادية ( (Ordinary Decimal Form‏ 


1-Write 3406 in expanded form 


3406=( 3x10) + (4x10°) + (0x 10') + (6x 10" ) 
2-Write (5x10) + (2x10) + (3x10) in ordinary decimal form 


(5x10) + (2x10) + (3x10) = (5x1000) + (2x10) +3 


- 5023 
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1- اذن النظام العشري مکون من عشرة رموز مرتبة بحيث کل رمز هثل عددا اکبر من الرمز الذي على يساره. 

ولعرفة او لتمثیل عدد يلي عدد معين فاننا نضع في خانة الاحاد الرمز الذي يليه في ترتيب الرموز للنظام وهذه هي 
القاعدة الاولى Mie.‏ مالعدد الذي يلي العدد 65 في النظام العشري ؟ 

الحل ببساطة هو 66 لان خانة الاحاد تمثل الرقم 5 في العدد 65 , والعدد الذي يلي العدد 5 في النظام العشري هو العدد 6 
. اذن حسب القاعدة نبدل الاحاد 5 ب 6 لیصبح الرقم 66 . 

2-القاعدة الثانية : اذا كان الرمز هو الاخیر كما في 69 مثلا فاننا نضع الرمز الاول في النظام العشري وهول(الصفر) مکانه 
ثم نبدل الرمز الوجود في الخانة الیسری له بالرمز الذي يليه في ترتیب النظام .اي هنا الرمز الاخير 9 يبدل ب 0 والذي على 
یساره وهو الرمز 6 يبدل بالذي يلي 6 وهو 7 لیصبح الرقم 70 


2- ماهو رمز العدد الذي يلي العدد 199 ؟ طبعا العدد 200 لان حسب القاعدة الثانية ان 9 هي الرمز الاخير 
فیبدل ب 0 والذي على مبان ایضا 9 فلایوجد رقم یلیه eU‏ فیصبح الاخیر ايضا فیبدل ب 0 ایضا شم dU‏ 
الرقم 1 لیبدل c‏ 2 حسب القاعدة لیصبح الرقم 200 


مثال Bh‏ 
الکتب الرقم ,10101 والرقم 54٥0,‏ بدلالة النظام العشري 

Examples: 

1-Write the number 10101, in decimal notation 

10101,=(1x2")+ (0x2) «(1x2))« (0x2) « (1x2^) 


= 164441-21 


2-Write the number 5AC in decimal notation 


sixteen 


SAC... -(5x16 )*(10x16 )- (12x16) 


sixteen 


= (5x256)+160+12 = 1452 
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من السهل استخدام اي رقم كأساس Base)‏ )لأنظمة العد وكمايلي: 


غير العدد 33 الى الاساس 2 والاساس 5 


Change the number 33 to : a-Base 2 b-Base 5 
a- 33/2=16 remain 1 33/5 =6 remain 3 
16/2= 8 remain 0 6/5 =1 remainl 
8/2 = 4 remain 0 So; 33 -113, 


4/2 = 2 remain 0 
2/2 = 1 remain 0 


So; 33-100001, 


هذا النظام یستخدم فقط 1 and‏ 0 . وفي هذا النظام تتشکل الاعداد باستخدام مایسمی (Blocks)‏ التي هي قوى 
للاساس 2 وکمایلی: 
,2-16 ,2°=8 ,2'=2 ,2°=1 


عندما نکتب 1101 في النظام GLY!‏ فنقول في لغة ( نعم ۱ لا ) للحاسوب الاکترونی حیث نعم تمثل 1 ولا تمثل 0 وکمایلی: 


1101, = (1x 2°) + (1x2) + (0x2) + (1 x 2^) 


= 8+4+0+1=13 


وهذه بدلالة النظام العشري Decimal Notation)‏ ( . 
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اکتب الاعداد من 1 الى 7 بدلالة النظام Binary Notation LUI‏ .انظر جدول )4-4( 


Write the numbers from 1 to 7 in binary notation 


Decimal Binary 

1 1 

2 10 

3 11 

4 100 

5 101 

6 110 

7 111 


جدول )4-4( تمثيل الاعداد من 1 الى 7 بدلالة النظام Binary Notation $L‏ 


وما هو رمز العدد الذي يلي العدد ,101 ؟ 


إن رمز العدد هو ,110 


di‏ طريقة التحویل تعتمد على أساس النظام. 
8# بایجاد حاصل gaz‏ مضروب کل رمز في العدد بأساس النظام 2. 


.1 نبدأ من الجهة الیمنی ونرفع أول أساس إلى الأس 0 ثم نرفع الأساس الذي يليه إلى الأس‎ NI 
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هلال 174 
حول العدد ,101 إلى النظام العشري. 
101,=1x2 + 0۶2 +1x2°‏ 
1-5 + 4+0 - 
حول العدد ,1011 إلى النظام العشري. 
1x2! + 02 + 1x2« 2‏ < ,1011 


< 8+ 0+ 2 +1 


=1 


( Binary Notation) الى نظام الثنائي‎ 91 (Decimal Number) g العدد العشر‎ Je 


الحل:هو اجراء عملیات متتالية لقسمة العدد 91 على 2 اولاً والاحتفاظ بالباقي ثم اعادة القسمة للرقم التالي 45 وهکذا 
انظر الجدول(5-4) ادناه ولاحظ مواقع البتتات ( Bits‏ ( 


2 91 | Remainder=1 1's bit 
2 45 | Remainder=1 2's bit 
2 22 | Remainder=0 3's bit 
2 11 | Remainder=1 45 bit 
| 2| 5 |Remainder=1 | 5۵9 | 
2 2 | Remainder=0 6's bit 
2 1 | Remainder=1 7's bit 
0 


جدول )5-4( اجراء عملیات متتالية لقسمة العدد 91 علی2 


اذن العدد 91 يساوي بالتمثیل الثناني 1011011 


91 - 1011011 
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1-نقسم العدد 91 الى مجموع اعداد صحيحة ممثلة بدلالة الاساس 2 . اي ان : 


21+ 8+ 6416 - 91 
او کتابتها بدلالة الاساس 2 كمايلي: 


91= 2° 2423 20 


وبمقارنة هذه الارقام التي بدلالة الاساس 2 مع مواقعها بالجدول ادناه نحصل على النتيجة, حيث نمثل الموقع بالبت 1 
عندما يكون موجودا والرقم غير الموجود نمثلة بالبت 0 , Bil‏ الشكل )4-4( 


91= 


شکل )4-4( تمثيل الرقم 91 بالنظام الثناني 


Lod‏ ان العددین 4 و 32 غير موجودین God‏ مجموع الاعداد المكونة للرقم 91 .اذن العدد 91 بالنظام SLY!‏ هو 
;1011011 - 91 


اضف الاعداد الثنائية 10011011 و 1011011 
اولاً نکتب المسألة كمايلي: 


10011011 


+ 1011011 
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كما هو في اضافة الارقام العشرية فاننا نبداً من اليمين .نضیف 1 و1 , )105 —1--1( . هذا الجمع هو عبارة عن 
2. اذن نکتب 0 ونحمل 1 من الرقم 102 , وعند هذه النقطة الحساب یکون: 
1 
10011011 


+ 1011011 


في الخطوة القادمة نکمل من اليمين ایضاً و نضیف 1 و 1 و 1 . ( 112 - 1+ 10 - 1 + (1+1)) às‏ هذه الحالة 
نكتب 1 ونحمل 1 . وعند هذه النقطة يكون الحساب كمايلي: 


1 
10011011 


+ 1011011 


وبالحساب بهذه الطريقة لكل الارقام الثنائية امتبقية نحصل في النهاية علی: 
10011011 


+ 1011011 


11110110 


Oe 
(1101, +110, +11,) اوجد مجموع الاعداد الثنائية التالية:‎ 


سنحذف الاساس 2 اثناء الحساب للاعداد الثنائية اعلاه , لکن نضع في بالنا ان کل الارقام هي ثنائية 
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1+0+1=10 
1+0+1+1=11 


1+14+1=10+1=11 


وعلی اساس ذلك سیکون ابلجموع هو : 
)2101105 ,11+ ,110+ ,1101( 


الحل :انظر الشکل ادناه 


اذن النتيجة هی: 


(1111, -110, =1001,) 


(10105 —1015) عامل طرع‎ sg 
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لاحظ اذا بدأنا من اليمين ونطرح )1 — 0( فان ذلك لایجوز .اذن نحتاج لاعارة )1( من جهة الیسار لیصبح 
)1= 15— 105( , وهکذا نستمر, انظر الشکل اعلاه , وتکون النتيجة النهائية هي: 

),101 = ,101— ,1010( وهكننا التحقق من النتيجة وذلك باضافة (1012+ ,101( لنحصل على 
)10105( 


اوجد حاصل ضرب ( 1102 101) . تتم عملية الضرب من اليمين وذلك بضرب الرقم 1 بالارقام 110 , ثم ضرب الرقم 
0 بنفس الارقام , وهکذا تستمر العملية بنفس عملية الضرب في الحساب ثم الجمع للحصول على الناتج النهاني . 


1 1 0 
x 1 0 1 


من الشکل اعلاه ان نتيجة الضرب هي: 
x110, =11110,‏ ,101( 
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ال dd‏ 
اوجد حاصل قسمة )10115( على 105 


1 0 1 
1 1 0 1 10 
10 — 
م ]15 _ 1 1 
2nd step‏ د 10 — 
remainder‏ —— 1 
E‏ الخطوة الاولی 1 Step‏ : ان )10= (1X10‏ , اذن نکتب 1 في البسط فوق 10 ثم نطرح. 
2- الخطوة الثانية 2 Step‏ : ننزل الرقم التالي وهو 1 وهو لاپقسم على 10 , وبذلك نکتب 0 في البسط 
وننزل الرقم الاخير 1 لیصبح لدینا الرقم )11( . 
3- نقسم | الرقم 11علی 10 والنتيجة 1 في البسط والباقي 1 بعد الطرح. 


اذن نتيجة القسمة هي: 
,101= 10+ ,1011( والباقي 1 . وهکننا التاکد من صحة ذلك من خلال ضرب )1015( à‏ )105( 
واضافة 1 لنحصل على )10115(: 

(1015x105) +1=1011, 


1- رموز النظام: یتکون هذا النظام من ASLE‏ رموز هي: — 1,0, 2, 3, 4, 5, 6, 7 


)6-4( آساس النظام: 8 , انظر الجدول‎ -2 M 
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000 0 
001 1 
010 2 
011 3 
100 4 
101 5 
110 6 
111 7 


الجدول (6-4) تمثيل النظام الثماني 


1- ما هو رمز العدد ثمانية الذي يلي العدد سبعة والمثل بالرمز 7 في النظام الثماني؟ 


ja JI‏ 10 هو الذي هثل العدد ثمانية في النظام الثماني» GY‏ الرمز 7 هو آخر رمز في النظام الثماني. 


2-ما هو رمز العدد الذي يلي العدد ,$477 


ان رمز العدد هو الرمز ,500 


3- حول ,11101110 الى النظام الثماني 


نقسّم الرقم المعطى الى مجاميع مكونة من ثلاثة ارقام كما هو ادناه ونكتب المكافئ لكل مجموعة بالنظام الثماني (الصفر 
يرفق Ulo‏ الى يسار اغلب ابلجامیع .انظر الى جدول النظام الثماني وقارن) 
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Example 3: 


Convert 11101110, to octal notation. 


011 101 110 
Y Y Y 
3 5 6 


Thus; 11101110,=356, 


اذن الرقم بدلالة النظام الثماني هو :,11101110,=356 


5 7 3 2 
Y Y Y Y 
101 111 011 010 


Thus 5732,-101111011010, 


32,=3x8 +2x8 
22442 


= 26 


SSS 9 


4- حول ,5732 الى النظام الثنائي . 


حول العدد ,32 إلى العشري. 


8-4 النظام السادس عشر Hexadecimal System‏ 


1- رموز النظام: پتکون هذا النظام من 16 رمزاً هي: 0 , 1, 2, 3, 4, 5, 6, 57 8, 9, F.E,D,C,B,A‏ 


2- آساس النظام: 16 


وفي هذا النظام توجد ستة أحرف في نهاية قائمة رموز النظام و تمثل في النظام العشري . انظر جدول )7-4( كالآتي: 


F E D C B A النظام السادس عشر‎ 


النظام العشري 10 11 12 13 14 15 


جدول (7-4) اساس النظام السادس عشر مقارنة مع النظام العشري 


والجدول (8-4) التالي de‏ النظام السادس عشر بالنظام الثناني : 


Binary Hexadecimal 
0000 0 
0001 
0010 
0011 
0100 
0101 
0110 
0111 
1000 
1001 
1010 
1011 
1100 
1101 
1110 
1111 


س | یه | نت |د | ای إن أمه wj >] el‏ ام Oj‏ أب اب 


الجدول )8-4( التالي لتمثيل النظام السادس عشر بالنظام الثناني 
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1-ما هو رمز العدد الذي يلي العدد خمسة عشر والممثل بالرمز SE,‏ 


2ما هو رمز العدد الذي يلي العدد الممثل بالرمز SCF‏ 


1- حول العدد م,15 إلى العشري. 
"6 + 16 1 < پر 15 
21645 
21= 
2- حول 3D, SasJl‏ إلى العشري. 
x 16°‏ 13 + 16 3 < ,31 
3 + 48 - 


< 61 
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0110 1110 


So that 1101110,=6E,, 


9 A D 
Y Y Y 
1001 1010 1101 


Thus , 9AD, =100110101101, 


Le‏ انه نرید التحویل الى النظام الثماني . اذن نقسّم الرقم GLY!‏ الى مجامیع كما ذکرنا انفاً , في كل مجموعة 3 آرقام وکما في 
الجدول ادناه: 
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100 110 101 101 


اضف اعداد النظام السادس عشر (84H46)‏ و (42EA,56)‏ 


هکننا كتابة ا مسألة بالشکل التالي: 


نبدأ من اليمين ونضیف ۴ الى A‏ وها ان "هي )1519( و A‏ هي ( 1010).. اذن حاصل جمعهما هو: 
)19;6= 250 = 1010+ 150 = +۲) 


وپذلك نکتب 9 ونحمل 1. كما à‏ الشکل ادناه: 
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في الخطوة القادمة : نضیف 4,1 , و ۴ . وبنفس الطريقة نکتب 3 ونحمل 1 LS‏ في الشکل ادناه: 


ونستمر بنفس الطريقة لنحصل علی: 


وبذلك تکون dowd‏ الجمع هي: 


وفيما يلي برنامج بلغة البيسك لتحویل الاعداد في اي نظام ولأساس اقل من 17 الى مایقابلها في اي نظام اخر ولأساس 
اقل من 17 ايضاً [3]: 


THIS PROGRAM TO CHANGE FROM BASE X TO BASE Y(X, Y<17) 


10 DIM A$(16): FOR I = 0 TO 9: AS(I) = RIGHTS(STR$(D, 1): NEXT 

20 A$(10) = "A": A$(11) = "B": A$(12) = "C": A$(13) = "D": A$(14) = "E": A$(15)= "F": A$(16)= "G": 
30 CLS : PRINT "THIS PROGRAM TO CHANGE FROM BASE X TO BASE Y(X, Y«17)" 

35 PRINT 

36 PRINT 


40 INPUT "ENTER THE ORIGINAL BASE OF THE NUMBER"; B 
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50 INPUT "ENTER NUMBER IN THE ORIGINAL FORM PLS"; X$: A$ = X$: K = LEN(X$): S$=X$ 


60 FORI=1TOK 

70 S$ = RIGHT$(X$, 1): X$ = LEFT$(X$, K - I) 

80 S = VAL(S$): FOR J = 10 TO 16: IF S$ = A$(J) THEN S = J 
90 NEXT J 

100 T=S*BA(I-1)+T 

110 NEXT I 

120 N = T: INPUT "CHANGE TO WHAT BASE"; K: X$ = "" 
130 L=INT(N/K):R=N-L*K:N=L 

140 IF L< K THEN GOTO 160 

150 X$ = RIGHTS(STR$(R), 1) + X$: GOTO 0 

160 X$ = A$(L) + A$(R) + X$ 


170 PRINT "THUS , و‎ A$; " IN BASE"; B; "="; X$; " IN BASE"; K 


180 PRINT : INPUT "RUN AGAIN (Y/N)"; A$: IF A$ = "Y" THEN RUN 


190 END 


THIS PROGRAM TO CHANGE FROM BASE X TO BASE Y(X, Y<17) 


ENTER THE ORIGINAL BASE OF THE NUMBER? 2 
ENTER NUMBER IN THE ORIGINAL FORM PLS? 11101110 
CHANGE TO WHAT BASE? 8 


THUS, 11101110 IN BASE 2 = 356 IN BASE 8 


مثال على تنفیذ البرنامج 
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ان ارقام الاساس 4 هي 0, 1, 2, و 3 . وکل هذه الارقام هكن ان تتشکل من مجموع الارقام 0, 1, و 2 . وهکننا ان ننشأ 
جدولاً لنظام العد بالاساس 4 مشابه ما عملناه في النظام الثماني او السادس عشر.....الخ . انظر الجدول(9-4) ادناه: 


Binary Base 4 
00 0 
01 1 
10 2 
11 3 


جدول )9-4( تمثیل نظام العد للاساس 4 بالنظام QUI‏ 


حوّل ,11110 الى نظام الاساس 4 : 


Example: Convert 11110, to base 4. 


01 11 10 
Y Y Y 
1 3 2 


This shows that 11110,-132, 
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تمارين الفصل الرابع 


1- Show how to change 312 4 to binary notation 


2- Convert 203 4 to binary notation 


3- Convert 312 4 to hexadecimal notation 


4- Convert 110111 1, to base 4 notation 


5- Use the program at the end of this chapter to change from base x to base y(x, y<17). 


> Add 1111, to 1101, 


7- Do the following the following computations in the hexadecimal system: 


2BC,,+5D,  ; 3C4,,X2B, 
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الفصل الخامس 
الجبر البولياني 


Boolean Algebra 


يقسّم الجبر البولياني الى قسمین : 


ففيما يتعلق بالجبر البولياني للمجموعات اننا رأينا انه لبيان ان جملتين حول الكون هما متكافئتان , ان ذلك يجب في بعض 
الاحيان ان نبين ان المجموعتان متساويتين , وقد راينا Las!‏ ان البراهين تستخدم المبادئ الاساسية لتساوي الجموعات لبيان 
ان المجموعتين متساويتين اصبحت مستهلكة . ان الجبر البولياني يزودنا بالخصائص الجبرية لعمليات المجموعات وكما 
ذكرناها في موضوع المجموعات وخصائصها . راجع الفقرة وسنذكر بعضاً منها هنا : 
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PU(QUR)=(PUQ)UR 


(Commutative laws) 
PA(QAR)=(PAQ)AR 


PUQ=QUP (Commutative laws) 
PAQ=QNP 

Pn (Q U R) =(PAQ)U(POR) (Distributive laws) 
PU(QOR)=(PUQ)A(PUR) 

PA(PUQ)=P (Absorptive laws) 
PU(PAQ)=P 

Pup =P (Identity laws) 

=P‏ لام ط 

Po~ P=U 


(Inverse laws) 
Pa~P=¢ 


ان برهان اي قانون اعلاه هکن باستخدام المبدأ الذي Sto”‏ تکون مجموعتان متساویتان اذا كان كل عنصر- في احداهما 
هو عنصراً GSW‏ , وهلم He‏ للقوانین الاخرى ". كذلك هکن برهنة اي قانون من خلال ترجمته الى العادلات الطابقة له 
ا مشتملة على الرموز GNA)‏ ,۷,۸ ) للجمل. فمثلا ترجمة القانون الاول والثاني odel‏ يعطينا جمل مكافئة و LuSg‏ 
بالتالي من برهنتهما بواسطة جداول القيم Truth tables)‏ ). 

عندما نستخدم القوانین اللعروفة لعملیات الجموعة لأشتقاق قوانین جبرية اخری فاننا نقول اننا نعمل جرراً بوليانياً 
Boolean Algebra)‏ ( . انه الاستخدام للقوانين التي تخص الجبر البولياني ولیس اننا نعمل مع الجموعات. 


استخدم الجبر البولياني لأثبات خاصية التقاطع الخالية empty intersection property)‏ ) التالية: 
P - ۰‏ ^$ 


نکتب املعادلات التالية لنصل الى الاثبات : 
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(1) 
(2) 


(3) 


(4) 


(5) 
(6) 


pNP =O (P U b) (Law (5) (identity law)) 
= oA(oUP) (Law (2) (commutative law)) 
= م‎ (Law (4) (absorptive law)) 


استخدم الجبر البولياني لأثبات خاصية التماثل الوحيدة( unique identity property‏ ( , اذا كانت X N P =P‏ لکل 
الجموعات الجزئية US P‏ ,فان X=U‏ 


X =U (Identity law) 


استخدم الجبر البولياني لأثبات خاصية التماثل الوحيدة( unique identity property‏ ), اذا كانت 0 X(]P-‏ و 
XUP=U‏ ,فان X =~ P‏ 


X-2XnU 

= X A(PU~ P) (Inverse law) 
-(Xn^P)u(Xa - P) (Distributive law) 
= gu ( X us p) (Given property) 
-(Po- P)u(Xn^ P) (Inverse law) 
=(PUX)\~P (Distributive law) 
Ur (Given property) 
=~ P (Identity law) 
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استخدم الجبر البولياني لأثبات قانون النفي الضاعف التالي: 


Use Boolean algebra to prove the double negation law: ~ ~ Q=Q. 


استخدام الثال(3-5) ب P=~Q‏ , فانه يقال انه اذا ( ۵ = 00 0 )و (QXUYQ=U‏ , فانه 
X =~ (~Q)‏ . مع ذلك بواسطة القانون العکسي Inverse law)‏ ( نعرف ان (Qr ~ Q=@)‏ وان 
QQU~Q=U‏ وطبقاً الى JEL‏ اعلاه , فان المجموعة X‏ فقط حيث ان XUYQEHU.‏ و 
X M~Q=¢‏ )هي مساوية الى (-Q)‏ ~( , وبذلك فان Qe~ (~Q)‏ 


القانون النموذجي للجبر البولياني للمجموعات هو : 
P A (Q C R)- (P C Q)^ R,‏ قانون الربط Associative Law)‏ .( 
Ss‏ هذا القانون لو فرضنا ان P‏ تقوم مقام المجموعة الحقيقية للجملة ‏ و © تقوم مقام ا مجموعة الحقيقية للجملة 
و ,و R‏ تقوم مقام المجموعة الحقيقية للجملة ‏ , فان P )Q ^ R)‏ تقوم مقام الجملة DA(GAT)‏ و 
01 (00 0 ) تقوم مقام r‏ ۸( ). ونری ان جملتین تکونان متكافئتين اذا كانت الجموعتان الحقیقیتان 
لهما متساويتين . ues‏ اساس ذلك ان صيغة تقول ان مجموعتان متساويتان طبقاً الى صيغة تقول ان جملتين متكافئتين, 
لهذا فان : 


PAQAR)=(PAQ)AR 
تترجم الى الصيغة‎ 
p ^(q^r)e(p^a)or 
القوانين التعلقة بالجبر البولياني للمجموعات وانه بالامکان تحویلها الى مایتعلق بالجمل بشکل مباشر ماعدا‎ Luly لقد‎ 
وحیث راينا ان القنون امعکوس وقانون التماثل في‎ . (identity law) وقانون التماثل‎ (reverse law ) القانون المعكوس‎ 


حالة المجموعات يحويان الرمزین ا و م اللذین یقومان مقام ا مجموعة الكونية وا مجموعة الخالية على التوالي. فانه لحد 
الان لاتوجد لدینا رموز مشابهة في حالة الجمل . 
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اذن لانستطیع تحویل هذین القانونین . لذا فانه من التقلید ان نضع الرقم )1( بشکل غامق للدلالة على بعض الجمل التي 
مجموعاتها الحقيقية هي U‏ مثل (PVP)‏ , ونضع )0( غامق للدلالة على بعض الجمل التي مجموعاتها الحقيقية 
هي ۸ مثل PAP‏ , ومن ثم كل القوانین الستة اعلاه هكن ترجمتها الى مایخص الجمل . 


(Associative laws of v) 


(pvq)vr= pv(avr) 
(p^q)^r > pa(qar) 


pvqoqvp (Commutative laws) 
p^qc»q^p 

p^(lqvr)e(p^q)v(p^r) (Distributive laws of ^ over v) 
pv(qar)@ (pv q)^ (pvr) (Distributive laws of v over ^ ) 
p^(pvq)e p (Absorptive laws) 

pv(p^a)e p 

pv0sp (Identity laws) 

p ^1 <> p 

pv—p 1ج‎ (Inverse laws) 

0 > مت و 


ان القوانن العکسية اعلاه ) (Inverse Laws‏ تمثل الجملة الصحيحة (true statement)‏ او مايسمى ب (Tautology)‏ 
والجملة النقيضة (false statement)‏ او مایسمی ب Contradiction)‏ )., على التوالي. 


ان )4 حقيقة هكن اشتقاقها من قوانين الجبر البولياني امتعلق بالجموعات هکننا بشکل مشابه ترجمتها الى حقائق حو J‏ 
الجمل . وعلى اساس ذلك فان لدینا الحقائق التالية: 
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(pv ودم مح اه (و‎ (DeMorgan’s laws) 


20۷-۵ ب (9 ۸ وب 

(Double negation law)‏ م ج> مسبت 
(Idempotent properties)‏ م ج و ۷ 
م 5 ۲۸۲ 

0 ۸  هج‎ 0 (Zero property) 

1v 1ج م‎ (One property) 


tt Ra gy مثال 55 اعد‎ 
erbe) 
سس‎ e) 


في كل سطر ادناه استعملنا قاعدة واحدة من الجبر البولياني لجعل التعبیر اعلاة بصيغة مبسطة Ge‏ بدأنا به وكمايلي: 


(r) ۷] v (r ^t)] > r vIs v (r ^ t)] (Double negation) 


e [ v(r^t)]vr (Commutative law) 
+ svl(r^t)vr] (Associative law) 
e svr (Absorptive law) 


o Bl geil مثال 6-5 اعد بصيغة مبسطة كتابة‎ 
Cr ^s)v (r v s)) ^ Cr v s)v (r ^ s)) 
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في كل سطر ادناه استعملنا قاعدة واحدة من الجبر البولياني لجعل التعبیر اعلاة بصيغة مبسطة Ge‏ بدأنا به وكمايلي: 


Erase قسن‎ 


[or v -s)v(r v s)]^ br v s)v (r ^ s)] (Demorgan's law)‏ جه 
e [Gs v-r)v(rv s)^ Er v s)v (ras) (Commutative law)‏ 
e [Gs)v Cr v (rv s))] ^ Xr v s)v (r ^ s)] (Associative law)‏ 
e [Gs)v Cr vr)v s]^ br v s)v (r ^ s)] (Associative law)‏ 
e [Gs)v (àv sla br v s)v (r ^ s)] (Inverse law)‏ 
e [(Gs)v 1a [A(r v s)v (r ^ s)] (One property)‏ 
_(r v s)v (r ^ s)] (One property)‏ 1ب 
M s)v (r ^ s) (Identity property)‏ وا e‏ 
^-s)v (r^s) (Demorgan's law)‏ ) © 


في الحواسیب الرقمية (Digital computers)‏ هناك امکانیتین , تکتب 0 و 1 , لأصغر شن غير قابل للتجزئة 
(Indivisible Object)‏ . کل البرامج والبیانات في الاخر تحول الى جمع من البتتات Combination of Bits)‏ ), ومختلف 
الاجهزة التي استخدمت خلال سنوات في الحواسیب الرقمية هي لخزن تلك البتتات . والدواثر الاكترونية سمحت لاجهزة 
الخزن تلك من الاتصال بعضها ببعضها الاخر . 


ان البت في جزء من الداثرة ينتقل الى جزء اخر فیها كفولتية . وعلى اساس ذلك فاننا نحتاج الى مستویین من 
الفولتية (علی سبیل المثال: فولتية عالية تمثل )1( وفولتية واطئة تمثل (0)). وفي هذا الجزه اننا ستناقش الدواثر المكونة من 
اکثر من دائرة منطقية Combinatorial Circuits)‏ )حیث القيمة الخارجة من اي من تلك الدواثر تعرف بشکل قيمة 
وحيدة لكل مزج لمدخلاتها (inputs)‏ . ان الدواثر المنطقية اللمذكورة اعلاه هكن Locly‏ باستخدام اجهزة الحالة الصلبة 
(Solid State Devices)‏ التي تسمی Gates‏ والتي هي ممكنة لفتح مستویات الفولتية (البتتات Bits‏ ). 
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اذن الحواسیب الرقمية (Digital computers)‏ تحوي دواثر الكترونية التي فیها مرور التیار GL NI‏ ینظم بواسطة 
مایسمی (Gates)‏ . تلك الدواثر مسوولة عن الفولتية العالية والواطئة وهکن وصفها بواسطة جمل منطقية ( Logic‏ 
Statements‏ . وان تلك الدواثر تسمى بدواثر الحاسوب او دواثر الكترونية تعمل عمل اطفتاح الکهرباني (Switching‏ 
Circuits)‏ وهي كما يلي: 


في هذه الدوائر الکترونیة,علی سبيل المثال, ال مفتاح لعمل رنات الهاتف( (Switch for telephone ring‏ , او ميكانيكية 
نظام تغيير القنوات Channel Changing Mechanism)‏ ), انه بالامكان غلق او فتح تلك الدوائر الاكترونية بواسطة اشارات 
كهربائية ( Electrical Signals‏ ). 


اما من جهة الحاسوب فانه Jig‏ صحة وخطأ (Truth Or Falsity)‏ للجمل Statements)‏ ( بواسطة اعلی فولتية ( قيمة 
1 ) او اوطأ فولتية ( قيمة 0( في خلايا الذاكرة OY) ) Memory Cells)‏ تلك الدوائر ليس فيها ذاكرة) او باسلاك تمثل الجملة 
. ان استخدام تللك الفولتيات للتحكم في المفاتيح (Switches)‏ يسمح للحاسوب باختبار صحة Uns‏ الجمل المركبة 
Compound Statements )‏ (. فعل سبيل امثال : الدائرة اللازمة لأختبار قيمة الجملة Aq)‏ ) يجب ان تحوي سلك 
لادخال قيمة م , وسلك لادخال قيمة 4 , واخر لاخراج فولتية عالية اذا كانت كل من م و 4 هثل فولتية عالية )1( .او 
لاخراج فولتية واطئة ماعدا ذلك. اننا نرى تلك الدائرة وكانها سلسلة من الفاتیح المربوطة والتي تتحكم فیها قيمة الجملة 
Q)‏ ۸ ), والجدول (1-5) UII‏ يسمى جدول الفولتية والذي هثل كل المدخلات الممكنة من الجمل (DP A QD‏ 


جدول )1-5 ) جدول الفولتية والذي هثل كل المدخلات الممكنة من الجمل (PAA)‏ 
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ان الدائرة (AND gate)‏ ادناه تستلم مدخلات (Inputs)‏ هي م و و حيث ان م و و هم بت (bits)‏ وینتجون 
مخرجات (Outputs)‏ یرمز لهما ب P Aq‏ , شکل )1-5( حیث ان : 


D pang 


(AND gate) شکل(1-5) الدائرة‎ 


1 if p=1 and q-1 or True 
۲ ۸ 0 = . 
0 otherwise 


ان الداثرة (AND gate)‏ تمثل ربط على التوالي طفتاحین في داترة كهربائية Jis‏ بالشکل )2-5( كمايلي: 


low p low q 
power p مس‎ 5 dut. 
source high p high q 


شکل(2-5) الدائرة (AND gate)‏ وتمثل ربط على التوالي طفتاحین 


وان الدائرة db! (OR gate)‏ ادناه تستلم مدخلات (Inputs‏ هي : م و و حیث ان م و q‏ هما بت (Bits)‏ وینتجون 
مخرجات (Outputs)‏ يرمز لهما ب DV A‏ حيث ان :, شكل )3-5( حيث ان : 


E‏ ا 


(OR gate) شكل )3-5( الدائرة‎ 
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1 if p=1 or q-1 or true 
Pv q = : 
0 otherwise 


ان الداثرة (OR gate)‏ تمثل ربط على التوازي طفتاحین في داثرة كهربائية و تمثل بالشکل )4-5( كمايلي: 


low p 
p 
° 
power pighp 
source low q 
"u^ 
q high q 


شکل )4-5( الداثرة (OR gate)‏ وتمثل ربط على التوازي طفتاحین 


والجدول (2-5) التالي يسمى جدول الفولتية والذي هثل نتيجة كل الدخلات ا ممكنة من( [) ۷ (p‏ 


P q 
1 1 
1 0 
0 1 
0 0 


جدول )2-5( جدول الفولتية والذي هثل نتيجة كل الدخلات الممكنة من( [) (D V‏ 
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ومن الجدول )2-5( نری ان الداترة هذه تعطي فولتية عالية في حالة كانت کل من م و q‏ کلاهما (true)‏ او ( احدهما 
(true)‏ والاخری false)‏ ((. وتعطي فولتية واطئة اذا كان کلاهما (false)‏ . انظر جدول الفولتية اعلاه. 


اما الدائرة (NOT gate (or Inverter))‏ اطبينة ادناه فانها تستلم dod‏ مدخلة (Input)‏ : م Cus‏ ان م هي بت (Bit)‏ 
وینتج مخرجة (Output)‏ یرمز لهما ب p or —Dp‏ حیث ان : 


(تعني النفي) شکل (5-5)حيث ان : 


p | So ~p 
High p 
power p oA 9 


(NOT gate (or Inverter)) شكل )5-5( الدائرة‎ 


وجدول الفولتية )3-5( كمايلي: 


P | "P 
i o 
0 T 


(NOT gate (or Inverter)) جدول الفولتبة )3-5( ( للدائرة‎ 
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ومن خلاله نری ان هذه الداثرة تعطي فولتية عالية p hus‏ هي خاطئة (false)‏ , وتعطي فولتية واطئة عندما ‏ هي 


.( true) 


*إذن يمكننا ربط هذه السويجات مع بعضها للحصول على دواثر منطقية کثبره à‏ الحاسوب دون doled!‏ إلى معرفة à‏ 
الکهربائية كما في آلامثله القادمة, وهذه الدواثر تسمی ) (Combinatorial Circuits‏ . 


نستخدم في الداثرة المنطقية اللازمة لاختبار الجملة (AP V q)‏ فيما لو كانت صحيحة (true)‏ , الرموز التي تدل على 
,OR gate , AND gate)‏ و (Inverter gate‏ شکل(6-5) وكمايلي: 


step 1 step 2 
D> سراد‎ 
| »—pvq 
q و‎ q > 


a Combinatorial Network (6-5) شکل‎ 


ان الشکل الناتج پسمی a Combinatorial Network)‏ ) بسبب ان ذلك پسمح UJ‏ بفحص القيمة الحقيقية truth) value)‏ 
للجملة الکونة من ارتباط جمل اخری ( جملة مرکبة) . من جانب اخر ان الجملة D > q‏ )( مكافئة للجملة 
(Ap v q)‏ , لس دامن الفید ان تمعن الجمل ةة 


وفيما يلي رموز بعض الدوائرا منطقية : 
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AND الداثرة المنطقية‎ Quas 


تمثل الدائرة المنطقية  OR‏ 


تمتا الدائرة المنطقية 
exclusive OR‏ 


تمتا الدائرة المنطقية NOT‏ 


تمتا الدائرة المنطقية 
NAND‏ 


تمت الذائرة المنطقية 
NOR‏ 


vv Y 


p®qs(pvq)A-(paq) 


انظر الشکل )7-5( الذي يوضح مراحل بناء الدواثر المنطقية لتحقیق الجملة في هذا المثال 


step 1 
0 > 


4م —» 
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step 2 
> 


سر ١‏ م 
zn‏ 
سے / 
q‏ 
مم 0 
step 3‏ 
p Ls LN —‏ 


step 4 
— pvq 
| »— — ——34 
z= ۱۵۷۲۵2 
۱ ۳ »— —— 


7 
0 E. -—p^q) 


PODS (PV ( ^ ¬)P ۸ G) e3 شکل(5- 7( الداثرة الالکترونية لفحص‎ 
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لكل الاحتمالات ابلدخلة الممكنة للدائرة التالية USS‏ )8-5( : 
1- اوجد القيمة المخرجة في A‏ 
2 اوجد القيمة الخرجة في B‏ 


3- اوجد القيمة الخرجة في © 


مم 
(pAq) v ¬q‏ 


( Inverter gate و‎ ,OR gate , AND gate) شکل(5- 8) الدائرة الاكترونية لتمثیل‎ 


EE Ss * «€ llPbÜl P SS 
0 PA 4 القيمة المخرجة في ۸ یرمز لها ب‎ -1 
(~ 0 ( القيمة الخرجة في 8 يرمز لها ب‎ -2 
اذن النتيجة النهائية‎ (OR gate) وها ان © تمثل‎ "^ Q و‎ DA القيمة ا مخرجة في © هي نسبة الى‎ -3 
.) ۲ ۸ ۷ ¬¶ ( نرمز لهل ب‎ 
ان القیم المدخلة للجمل م و و هي كما في الجدول )4-5( التالی:‎ -4 


P q =q 
1 1 0 
1 0 1 
0 1 0 
0 0 1 


جدول )4-5( القیم امدخلة للجمل م و q‏ واطخرجة نتيجة ربطهما 


۳ أ ا أ چآچآاحأةحچاحةح( چا 233 


۲ ۸۱۷ و‎ e PV 6: ان الجملتین التاليتين متكافئتين‎ leg 


فانه من السهولة ان يعبر عن الداثرة المنطقية اعلاه بالدائرة التالية شكل )9-5( وهي للجملة المكافئة PV —Q‏ 


Pv ¬q 


شكل(9-5) الدائرة النطقية للجملة المكافئة DV —Q‏ 
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تمارين الفصل الخامس 


1- Show the logic diagram and discover the final out put for all possible input for the following 


statement : 


„ (PAQV(PAr) „PV (GAT) 


2- Show the logic diagrams and discovers the final out-puts for all possible inputs for the following 


statements: 


D Aq 2 DV (GAT) 


3- بين مخطط الدوائر ا منطقية للجمل التالية واوجد الخرجات النهائية لكل الامكانيات ال مدخلة لها: 
a-(pvq)^(—p v ^q)‏ 
b- (p v Aq)‏ 
c-(p ^q)‏ 
d D^(q^r)‏ 
e- DV (q^r)‏ 
f-—(qvr)‏ 
g D^(qv —p)‏ 


4-Find the out put of A, B, and C, for all possible of the following circuit. 


مم 
(pA (۷ ¬q‏ 


5- بين مخطط الدوائر امنطقية للجمل التالية واوجد ا مخرجات النهائية لكل الامکانیات الدخلة لها: 
a- (pv q) ^ Cop v ^q)‏ 
b-(—p v ^q)‏ 
c-(p ^q)‏ 
d- p^(q^r)‏ 
e Dv (Q ^r)‏ 
f-—(qvr)‏ 
g D ^(qv —p)‏ 


6- Show how to construct a circuit to test for the truth of ( P D q ) 
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الفصل السادس 
الخوارزمیات 
Algorithms‏ 


الخوارزمية Algorithm)‏ )هي طريقة لحل بعض المسائل خطوة بخطوة , وهي WIS‏ مجموعة محددة من الاوامر او 
التعلیمات ) instructions‏ ) لها الخصائص التالیة: 


ان الخصائص المذكورة اعلاه يمكن توضیحها من خلال JEL‏ التالي: 


اعتبر الخوارزمية التالية هي لایجاد الرقم الاکبر من بين ثلاثة ارقام © b,‏ و © 
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ان فكرة الخوارزمية هنا هي للتفتیش عن الارقام واحد واحد ونسخ SV‏ في المتغير x‏ ونتيجة الخوارزمية ان x‏ ستکون 

مساوية الى الرقم الاکبر من بين الارقام الثلاثة. 

ان الرمز (Y= Z)‏ تعني انسخ القيمة z‏ في y‏ او ابدل القيمة الحالية ل ربقيمة 2 lues‏ تنقذ (y:— Z)‏ فان 

dod‏ 2 لن تتغير , ونسمي C2)‏ اداة التعیین( assignment operator‏ ). والان لنری كيف ان الخوارزمية اعلاه JAS‏ لبعض 

القیم الحددة b, aJ‏ و © .ان مثل هذه الحاکاة (simulation)‏ تدعی بأقتفاء الاثر Vol. trace‏ نفرض: 
aes 9 - 5, 0-3‏ 


في السطر الاول odel‏ وضعنا x‏ تساوي all)‏ وف السطر الثاني: )6 <1) b>x‏ وهي جملة QM . Eb‏ نضع X‏ 
مساوية الى (5)5 , وفي السطر الثالث )5 < 3( a9, C < X.‏ ( جملة خاطنة , لذلك لانعمل شيء. وعند تلك 
النقطة فان dad‏ × هي 5 وتعتبر القيمة الاکبر بين b,a‏ و 6. 


ولو فرضنا ان: 


في السطر الاول اعلاه وضعنا x‏ تساوي a(6)‏ وف السطر الثانی: )6 < 1) b> X‏ وهي جملة خاطنة .لذلك لانعمل 
شيء, وف السطر الثالث )6 < 9( XK‏ < 06, وهي جملة صحيحة . اذن نضع × مساوية الى 9 . وعند تلك النقطة فان 
قيمة x‏ هي 9 وتعتبر القيمة الاکبر بين Db, a‏ و € 

وکما اشرنا في بداية هذا الموضوع بان خطوات الخوارزمية يجب ان تنص بشکل واضح , فان في مثالنا هذا ان الخطوات 
وضعت بدقة وبوضوح لكي الخوارزمية هکن کتابتها في لغات البرمجة ومن ثم تنفیذها بواسطة الحاسوب. 


من جانب اخر باعطاء قیم MEUM‏ فان کل خطوة وسطية للخوارزمية تنتج نتيجة واحدة . علی سبیل JEL‏ اعطاء القیم 
التالیة: 


ففي السطر 2 فان × اعطیت القيمة 5 بغض النظر lee‏ يقوم LAWL‏ للخوارزمية شخص او حاسوب . 


ان الخوارزمية لاحظناها تتوقف بعد عدد من الخطوات الحددة التي تجیب السوال المعطى. فعلی سبیل المثال ان 
الخوارزمية المذكورة توقفت بعد ثلانة خطوات وانتجت الرقم الاکر من بين القيم الثلاث اللعطاة للاعداد 
b, a‏ و 6. ایضاً لاحظنا ان الخوارزمية استلمت مدخلات 
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وهي القیم الثلاث المعطاة للاعداد 2 D,‏ و 6. واعطت المخرجات التمثلة بقيمة ×. واخیرا تبين UJ‏ الخوارزمية 
انها dole‏ اي هکننا ان نجد العدد SV‏ لاي BG‏ اعداد بغض النظر عن قیمهم . وبذلك حققت الخوارزمية المذكورة في 
هذا JULI‏ جمیع الخواص التي ذکرناها في مدخل هذا الموضوع. 


ان JUI‏ المراد حلها هنا بشكل خوارزمية , هي ايجاد العدد الاولي الخمسين وطباعته , حیث ان العدد الاولي هو العدد 
بكامله والذي لايقسم باي عدد (زوجي او فردي ) اخر غير نفسه والعدد 1 (اي لايقبل القسمة YI‏ على نفسه وعلى واحد 
فقط). 


اما الخوارزمية هنا فهي كما في الخطوات التالية: 
1- انش فائمة بكل الاعداد الاولية Ni‏ ,رل وو m‏ 
2- رتب القائمة المذكورة تصاعدياً. 
3- اطبع العنصر رقم خمسين في القائمة . 
4- انهي الخوارزمية. 
Generate a list of all prime numbers N 1 ,N 2 ,N 3‏ .1 


2. Sort the list into ascending order 
3. Print out the 50th element in this list 


4. end 


مسألة: اذا اعطیت عددین صحيحين موجبین , احسب قاسمهما المشترك الاعظم 


لحساب ذلك نستخدم الخوارزمية الاقليدية Euclid's algorithm‏ التالية: 
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1- الخطوة 1: احصل على قيم عددین صحيحين من الستخدم user‏ . 
2- الخطوة 2: M ose‏ الى قيمة العدد الاکبر و N‏ الى قيمة العدد الاصغر. 
3- الخطوة 3: اقسم M‏ بواسطة N‏ وسمي الباقي Ro‏ 


4- الخطوة 4 : اذا كان R‏ ليس صفراً , من ثم عيّن قيمة es M JIN‏ قيمة ۸ الى N‏ وارجع الى الخطوة 2 , وعکس ذلك 
فان القاسم ابلشترك الاعظم هو القيمة التي تم تعبینها توا الى . 


» Problem: Given two positive integers, compute their greatest common divisor 
*  Eudlid's algorithm: 
Step 1: Get two positive integer values from the user 


Step 2: Assign M and N the value of the larger and smaller of the two input values, 


respectively 
Step 3: Divide M by N, and call the remainder R 


Step 4: If R is not 0, then assign M the value of N, assign N the value of R, and return 


to step 2; otherwise, the greatest common divisor is the value currently assigned to N 


e£ JU‏ من ان اللغة الاعتيادية (ordinary language)‏ مناسبة لوصف الخوارزمية , فان عدد من علماء الریاضیات 
والحاسوب يفضلون لغة الکود الزائفة pseudocode)‏ ) بسبب دقتها وترکیبها وشمولیتها . وسمیت (pseudocode)‏ بهذا 


الا مر بب اتش يه الك سود الحقيقيسة 
(resemble actual code )‏ او البرامج (programs)‏ للغات البرمجمة مثل باسكال وس++ (Pascal and C++)‏ . وهناك 
عدة اشكال من لغة الكود الكاذبة او الزائفة . وبعكس لغات البرمجة الحقيقية التي تستخدم الفاصلة والحروف الكبيرة 
والصغيرة وبعض الكلمات الخاصة فان اي شكل من الكود الكاذبة يكون مقبولاً مادامت الاوامر فية غير مبهمة وتشبه شكل 
الكود . وكمثال على ذلك نعيد كتابة الخوارزمية التي ذكرناها سابقا الخاصة بايجاد العدد الاكبر من بين ثلاثة اعداد . 
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هذه الخوارزمية تجد الاکبر للاعداد 2 b,‏ و © 


1- الخلات: Input‏ : ثلاثة اعداد b, a‏ و © 


2- الخرجات output‏ : هي قيمة x‏ , التي تمثل العدد الاكبر للاعداد b, a‏ و © 


Led‏ ان خوارزمیتنا تشتمل على عنوان (ایجاد الاکبرللاعداد BWW‏ اعداد) وصف مختصر للخوارزمية , الخلات والخرجات 
والخطوات التي يتم اجراء‌ها (procedures)‏ وهي هنا اجراء واحد. ولجعل الاجراءات ملائمة WIS‏ نشير الى اسطر الاجراءات 
بارقام . فالاجراء في الخوارزمية اعلاه يشمل اسطر مرقمة . ان السطر الاول يحتوي على كلمة اجراء procedure)‏ ), اسم 
الاجراء وهو الدالة max‏ , ومابین قوسي الدالة توجد العوامل parameters‏ التي تستخدم في الاجراء . 

ان العوامل تصف البيانات (data)‏ , المتغيرات (variables)‏ , المصفوفات (arrays)‏ التي تتوفر للاجراء . وفي الخوارزمية 
اعلاه فان العوامل تمثل ثلاثة اعداد هي 4 D,‏ و 0© , وف نهاية الاجراء يوجد سطر يحوي كلمة end‏ متبوعة باسم 
الاجراء اي ان هذا السطر يعني نهاية الاوامر التي یتضمنها الاجراء . ومن هنا تکون اوامر الاجراء التي يتم تنفیذها 
محصورة بين اسطر کلمة procedure)‏ ) وكلمة end‏ , وهي الاسطر من 2 الى 7 . 

وعنما تنفذ الخوارزمية اعلاه بدءاً من السطر 2 LE‏ نضع x‏ مساوية الى ۾ , وفي السطر 3 تتم مقارنة قيمة gab‏ ۶ . فاذا 
كانت قيمة ‏ اکبر من x‏ فاننا ننفذ السطر 4 , اي 


x:=b 
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لکن اذا كانت b.‏ ليست اکبر من x‏ فاننا نقفز الى السطر 5 , وفي هذا السطر فان © و × نتم مقارنتهما . فاذا كانت » اکبر 
من x‏ فان السطر 6 يتم تنفیذه: 

0 عن 2 
لکن اذا كانت c‏ ليست اکبر من × WE‏ نقفز الى السطر 7 , وف هذا السطر فان x‏ تمثل القيمة الصحيحة للعدد الاکبر 


من بين الاعداد 2 D,‏ و 6. وف السطر WET‏ نرجع قيمة x‏ التي تعني العدد الاکبر الى الدالة max‏ او ماتسمی 
ب invoker‏ , وهنا تنتهي الاجراء procedure)‏ ( ان الخوارزمية اعلاة قد اوجدت بشکل صحیح العدد الاکبر BW‏ اعداد , 
وهکننا LLS‏ برنامج C++ dab‏ لایجاد العدد الاکبر كمايلي: 


// Finding the maximum of three integers ایجاد العدد الاکبر لثلاثة اعداد‎ 


#include <iostream.h> 


int maximum( int, int, int );// function prototype 


int main() الدالة الرئيسية‎ 
{ 
int a, b, c; تعریف الاعداد الثلائة‎ 


cout >> "Enter three integers: "; 
cin >> a >> b >> c; ادخال الاعداد الثلائة‎ 
// a, b and c below are arguments to the maximum function call الدالة‎ ele ul 
cout << "Maximum is: " >> maximum( a, b, c ) << endl; 
return 0; 
} 
// Function maximum definition ,where x, y and z below are parameters to 


// the maximum function definition 


int maximum( int x, int y, int z) تعریف الدالة‎ 
{ 
int max = x; 
if (y > max) CU اجراء‎ 
max = y; 


if (z» max) 
max = 25 


return max;} 


برنامج يبين تعریف دالة ایجاد العدد الاکبر GY‏ اعداد باستخدام لغة C++‏ 
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وبشکل ele‏ ان ترکیب if - then structure : if — then‏ هو كمايلي: 


فاذا كان الشرط عد صحيحاً true)‏ ) , فان ال action‏ تنفذ والتحكم يمر الى الجملة التي تلي ال action‏ . اما اذا كان 
الشرط خاطئ false‏ , فان التحكم ينتقل مباشرة الى الجملة التي تلي ال action‏ . 


هناك صيغة مختلفة للجملة الشرطية هي If — then — else‏ وتركيبها هو: 


وهذا يعني اذا كان الشرط x‏ صحيحاً true‏ فان ال ify actionl‏ فقط دون action2‏ ومن ثم التحكم ينتقل لتنفيذ 
الجملة بعد ال action2‏ , اما اذا كان الشرط خاطی فان ال Jy action2‏ فقط دون action]‏ ومن ثم ينتقل التحكم 
لتنفيذ الجملة بعد ال action2‏ . وكما نلاحظ من صيخ الجمل الشرطية اعلاه فاننا نترك فراغ لتعريف الجمل التي تكوّن ال 
actions‏ (يعني جمل action‏ زاحفة قليلا باتجاه اليمين عند الكتابة عما هو ١ (ABU‏ 

من جانب اخر اذا كان ال action‏ في if-then dhe‏ يتضمن عدة جمل , فاننا نحصر تلك الجمل بالكلمات begin‏ و 
end‏ . انظر المثال التالي: 
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من ناحية اخری اذا وجدنا خطین مائلین ( // LS (two slash‏ هو في خوارزمية ایجاد SM‏ انفة الذکر , فانهما يشيران الى 
بداية الملاحظة comment)‏ ),التي تمتد الى نهاية السطر بعد (//) والتي لاتدخل في اوامر التنفیذ بل انها تساعد القاری على 
فهم الخوارزمية . 

ان جملة return(x)‏ تنهي الاجراء وترجع قيمة × الى الدالة max‏ , كما ان جملة return‏ بدون × تنهي ببساطة الاجراء 
La)‏ اما اذا لم توجد جملة return‏ فان الاجراء پنتهي فقط قبل السطر end.‏ . ان الاجراء الذي يحوي return(x) à ls‏ 
هو دالة ومجالها هو JS‏ القیم النافذة للعوامل وللدی (range)‏ هو مجموعة کل القیم التي 225 بواسطة الاجراء . 
وعندما نستخدم الکود الکاذبة( pseudocode‏ ) فاننا سنستخدم الادوات الرياضية Jä (mathematics operators)‏ ( جر 
- , *, و/ ) بالاضافة الى الادوات العلائقية ) relational operators)‏ مثل ار Misys, (S722‏ الادوات 
اطنطقية logical operators)‏ ( مثل AND,OR, NOT)‏ , وسنستخدم الاداة )=( للدلالة على اطساواة ونستخدم ): 
للدلالة على اداة تعيين القيمة Operator Assignment‏ ) . 


ان اسطر الاجراء (procedure)‏ التي تنفذ بالتتابع (sequentially)‏ هي dole‏ ماتکون جمل التعيين ) (assignment‏ , 
جمل شرطية , جمل تكرارية (loops)‏ , جمل ارجاع (return statements)‏ او من جمل خليط من كل ماذكر من تلك 
الجمل . 


ان احدى تراكيب التكرار loop structures)‏ ( المفيدة هي : while loop‏ وتركيبها كما يلي: 


التي فيها ال ( action‏ ) يعاد تنفيذه مادامت × هي صحيحة true‏ . ونسمي ال (action)‏ هيكل التكرار body loop‏ وكما 
في جملة if‏ الشرطية , فانه اذا احتوى ال (action)‏ على عدة جمل فاننا ايضاً نستخدم الكلمات begin‏ و „end‏ 
وسنوضح جملة (while loop)‏ في JULI‏ القادم الذي يجد فيه القيمة الاكبر في المتتالية (sequence)‏ وسنستخدم ترقيم 
الاسطر المكونة للخوارزمية ونحدّث المتغيرات التي تمثل القيمة الاكبر . 


لاي ثلاثة اعداد يتم ادخالها عن طريق المستخدم احسب مجموعها ومتوسطها واظهر النتيجة . 


ان مدخلات الخوارزمية اعلاه هي المتغيرات © ,2,8 , واما المخرجات فهي المجموع sum‏ والتوسط الحسابي average‏ 
وهما ايضا متغيرات . ولكتابة الخوارزمية نتبع الخطوات التالية: 
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1- الخطوة الاولى : احصل على قیم التغیرات ٥,0,٩4‏ من ابلستخدم . 
2- الخطوة الثانية :اجعل التوسط للمتغبرات الثلاث هو avrg‏ مساوياً الى 3 /( © + + 0 ) = avrg‏ 
3- الخطوة الثالثة :اجعل المجموع sum‏ للمتغيرات الثلاث هو sum = ) 0 + b-- C)‏ 
4- الخطوة الرابعة : اطبع المجموع والمتوسط 
1-Get the values of a, b, c from user‏ 
2-Set avrg to (a + b - c )/3‏ 
3-Set sum to (a + b +c )‏ 


4-Print sum and avrg 


في هذه الخوارزمية نجد العدد SV‏ في التتالية 51و52 Sp servers‏ وتستخدم نسخة الخوارزمية هذه جملة التحکم 
while loop‏ . 
الدخلات : input‏ هي التتالية کر 52......, Sp‏ وطول التتالية n‏ 


الخرجات Output‏ وهي العنصر الاکبر في التتالية وهو هنا large‏ 
الکود الكاذبة pseudocode)‏ )هي كماياي:[1] 
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نتتبع الخوارزمية هذه عندما (N=4)‏ و s‏ هي امتتالية: 
Sı ——2, $5 =6, $3 —5, S4 =6‏ 


في السطر الثاني large Lads‏ مساوية الى قيمة 5 , وفي هذه الحالة 2- = O large‏ , وف الخطوة اللاحقة وضعنا 
قيمة i‏ مساوية الى 2 . في السطر 4 اختبرنا قيمة 1 فيما لو كانت مساوية او اقل من Tl)‏ ك (I‏ . في هذه الحالة اختبرنا 
فيما لو كانت 4 > 2 . وها ان هذا الشرط هو صحیح true‏ , فاننا ننفذ هیکل جملة التکرار while‏ من الاسطر 9-5 . 
ففي السطر 6 اختبرنا فيما لو كانت Sj‏ اکبر من (S; < larg e) large‏ , وفي هذه الحالة اختبرنا فیما لو كانت 52 
اکبر من large) large‏ < ر5) اي 2- < 6. وما ان هذا الشرط هو صحیح true‏ فاننا ننفذ السطر 7 , ومن 
خلال ذلك یکون large‏ قد وضعت قيمته مساوية الى 6 ( 6 = © (larg‏ . وق السطر 8 فان 1 قد وضعت قیمتها 3 . 
ثم رجعنا الى السطر A‏ 

ومن جدید اختبرنا قيمة 1 فیما لو كانت مساوية او اقل من T1) n‏ ك ) . في هذه الحالة اختبرنا فیما لو كانت 
4 > 3. وها ان هذا الشرط هو صحیح true‏ , فاننا ننفذ هیکل جملة التکرار while‏ . وفي السطر 6 اختبرنا فیما لو 
كانت :5 اكبر من (S; > l arg © large‏ , وق هذه الحالة اختبرنا فیما لو كانت S3‏ اكبر من large‏ 
>large)‏ و5) اي 6 < 5. وها ان هذا الشرط هو false‏ فاننا لا ننفذ السطر 7 , بل نذهب الى السطر 8 ds.‏ 
السطر 8 فان 1 قد وضعت قيمتها 4 . ثم رجعنا مرة اخرى الى السطر»4. 

ومن جديد اختبرنا قيمة 1 فيما لو كانت مساوية او اقل من n‏ )1 > 3) . في هذه الحالة اختبرنا فيما لو كانت 
4 > 4. وها ان هذا الشرط هو صحيح true‏ , فاننا ننفذ هيكل جملة التکرار while‏ . وفي السطر 6 اختبرنا فيما لو 
كانت S;‏ اكبر من às, (S; < larg © large‏ هذه الحالة اختبرنا فيما لو كانت $4 اكبر من large‏ 
(S4 < large)‏ 6 < 6. وها ان هذا الشرط هو false‏ فاننا لا ننفذ السطر 7 , بل نذهب الى السطر 8 ds.‏ 
السطر 8 فان 1 قد وضعت قيمتها 5 . ثم رجعنا مرة اخرى الى السطر4. 

ومن جدید اختبرنا قيمة 1 فیما لو كانت مساوية او اقل من n‏ )1 > 3) . في هذه الحالة اختبرنا فيما لو كانت 
4 ك 5. وها ان هذا الشرط هو خاطئ false‏ , فاننا ننهي جملة التكرار while‏ ونصل الى السطر 10 , حيث نرجع قيمة 
large (6)‏ وهنا قد وجدنا العنصر الاکبر في المتتالية . ويلاحظ اننا استخدمنا المتغير d‏ من خلال قيمه من 1 الى n‏ لفحص 
polis‏ المتتالية وايجاد العنصر الاكبر. وهناك جملة تحكم تكرارية اخرى اكثر استخداماً من جملة التحكم while‏ والتي 
تستخدم بدلها.وهي جملة for‏ وصيغتها هي: 
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وکما في جملة if‏ وجملة while‏ السابقتین , اذا كان ال action‏ پشتمل على عدة جمل فاننا نستخدم کلمتا begin‏ و 
end‏ لحصر تلك الجمل . وعندما تنفذ جملة for‏ , فان ال Lay action‏ لقیم المتغير من القيمة الابتدائية init‏ الى 
القيمة النهائية limit‏ .وبدقة اکثر ان init‏ و limit‏ هما تعابیر رياضية لها قيم اعداد صحبحة , حيث التغیر Vol var‏ 
توضع له القيمة الابتدائية init‏ . اذا كان var‏ اصغر او يساوي WE, (var < lim it ( limit‏ 343 ال action‏ ثم 
نزید 1 الى المتغير var‏ . وهنا العملية تتکرر . ان التکرار یستمر حتی نصل الى ان Sl var‏ من .limit‏ 
(var > limit )‏ اي ان ال iÉ action‏ على الاطلاق. 


في هذه الخوارزمية سنجد العنصر الاکبر في التتالية s‏ ولکن باستخدام جملة for‏ : 


الدخلات : input‏ هي التتالية S, ,...... S5,S,‏ وطول اهتتالية n‏ 


الخرجات output‏ وهي العنصر الاکبر في المتتالية وهو هنا large‏ 


الکود الكاذبة pseudocode)‏ )هي كمايلي: 


ويمكن تحویل الخوارزمية اعلاه الى برنامچ بلغة CH‏ کمايلي: 


247 


#include<iostream.h> 


int larg(int,int,int,int); // the procedure; prototype function موذج اولي لتعریف الدالة‎ 


int large; 

int s[4]={2,14,60,10}; the array of elements امتتالية‎ polis 

int main() 

{ 

cout<<larg(s[1],s[2],s[3],s[4]); // call function SYI استدعاء الدالة وعرض العدد‎ 
cout<<endl; 

return 0; 

} 

int larg(int a,int b,int c,int d) // function definition تعریف الدالة‎ 
{ 

large = a; 

for (int i=2;i< 4;i++) // for التحکم‎ pines 
if (s[i] >large ) 

large = s[i]; 

ارجاع العدد الاكبر الى الاستدعاء اعلاه return (large);‏ 


} 


عندما نطوّر الخوارزمية . فان الفكرة الجيدة WE‏ ما تکون هي تقسیم المسألة الاصلية الى مسألتين او اکثر . 


والاجراء (procedure)‏ بالامكانتطويره لحل كل جزء من المسألة الاصلية ومن ثم بعد ذلك تجمع الحلول للحصول على 
حل للمسألة الاصلية وكما سنرى في JULI‏ القادم: افترض اننا نريد خوارزمية لایجاد العدد الاولي الاصغر( least prime‏ 
(number‏ الذي يزيد على العدد الصحيح الموجب المعطى, بدقة اكثر , المسألة هي : 
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ولحل تلك المسألة فاننا نقسّمها الى مسألتين . الاولی نطوّر خوارزمية لتحدّد فیما لو كان العدد الصحیح الوجب عدداً اولياً 
ام لا. ومن ثم نستخدم تلك الخوارزمية لایجاد العدد الاولي الاصغر والذي هو اكبر من العدد الصحیح الموجب المعطى في 
المسألة . 

ففي الخوارزمية الاتية سنختبر فیما لو كان العدد الصحیح الوجب m.‏ هو عدد اولي ام Y‏ ببساطة نختبر فیما لو كان اي 
عدد صحیح بين 2 و 78-1 ( حيث 1 لیس عدداً اولیا) یقبل القسمة على m.‏ فاذا وجدنا عدداً بين m-1‏ , 2 یقبل القسمة 
على m‏ , فان m.‏ لیس عدداً اولياً. واذا فشلنا في تحقیق ذلك فان العدد m‏ هو عدد اولي . ان الخوارزمية الاتية تبين اننا 
نسمح للاجراءات procedures)‏ الارجاع true‏ او false‏ في الاختبار. ١‏ 


هذه الخوارزمية تختبر العدد الصحيح الموجب m‏ فيما لو كان fous‏ اولياً ام لا. والنتيجة output.‏ هي true‏ اذا كان m‏ 
Ws! lous‏ و false‏ اذا م يكن m‏ عدداً sl‏ 


الدخلات: Ol: input‏ 0 عدد صحيح موجب. 


Wel fous m اذام يكن‎ false و‎ Wel fous m اذا كان‎ true هي‎ : output الخرجات‎ 


procedure is_prime(m) 

for i:=2 to m-1 do 

ifm mod i=0 then // i divides m , m تقسّم‎ i 
return (false) 

return(true) 


end is_prime 
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اما الخوارزمية الاتية في لایجاد العدد الاولي الاصغر الذي يزيد العدد الصحیح الموجب « مستخدمين الخوارزمية السابقة 
(الجزء الاول لحل المسألة ). ولغرض استدعاء الاجراء الذي پرجُع قيمة كما هو في الخوارزمية السابقة , فاننا نسمیها. 
فلاستدعاء عملية الاجراء procedure)‏ ) السماة proc‏ والتي لاتعید قيمة , فاننا نکتب : 


call proc( ...و ررم‎ ) 


حیث ان Dy)‏ ...و و P1,‏ ) تمثل العوامل (parameters)‏ التي تمرّر الى proc‏ . 


هذه الخوارزمية تجد اصغر عدد اولي الذي يزيد على العدد الصحیح الموجب n‏ 
المدخلات: Ol: input‏ ۸ عدد صحیح موجب 


output Sle st!‏ ان m.‏ هي العدد الاولي الاصغر واكبر من ظ 


procedure large-prime(n) 
m := n+1 

while not is-prime (m) do 
m := m+1 

return(m) 


end large-prime 


eventually في هذه الخوارزمية ستنتهي اخيراً‎ ) procedure) ان عدد الاعداد الاولية غير محدد فان الاجراء‎ Les 
.( terminate ( 


وهي اقدم واشهر خوارزمية لایجاد القاسم اطشترك الاعظم لعددین صحیحین( greatest common divisor of two‏ 
integers‏ حيث ان القاسم المشترك الاعظم لعددین gm‏ 7 (قیمهما ليس صفراً) هو اکبر عدد صحیح موجب e b‏ کل 
من n gm‏ .على سبیل JEL‏ ان القاسم الشترك الاعظم للعددین 4 و 6 هو 2 (اي کلاهما یقبل القسمة على 2 ) , 
والقاسم الشترك الاعظم للعددین 3 و 8 هو 1 . 
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اننا نستخدم فكرة ) (notion‏ القاسم المشترك الاعظم وذلك عندما نقحص لنری فیما لو كان الکسر- (M/N)‏ في 
الحدود الدنيا lowest) terms‏ اي قيمته 1 , ويعني ذلك انه اذا كان القاسم اطشترك الاعظم mJ‏ و n‏ هو 1, فاننا 
نقول ان الكسر ( à (M/N‏ الحدود الدنيا lowest terms‏ , وعكس ذلك فاننا نقلل قيمة الكسر . وعلى هذا الاساس فان 


( 4/6( ليس في الحدود الدنيا لان القاسم المشترك الاعظم لهما هو 2 وليس 1. بينما الكسر ( 3/8( هو في الحدود 
الدنيا لان القاسم المشترك لهما هو 1 كما قلنا . وبعد هذه المقدمة عن قابلية الاعداد للقسمة فاننا نختبر القاسم المشترك 
الاعظم بالتفصيل ونقدم الخوارزمية الاقليدية كما يلي[1]: 


اذا كانت © , b‏ و 4 اعداداً صحيحة , ( 0 < (D‏ , تخضع للعلاقة التالية: 


(a=bq) 


b ونسمي‎ (quotient ) هذه الحالة فاننا نسمي و بناتج القسمة‎ ds .) | 0( ونکتبها ب‎ a ei 5 نقول ان‎ WE 
.) |a) اما اذا كانت 9 لاتقّسم ۾ فاننا نکتبها ب‎ a ل‎ (divisor) بالقام او ا مقسوم عليه‎ 


ج 
ما ان ( 3.7 = 21( , فان 3 تقسّم 21 , ونكتبها )21 | 3( , وناتج القسمة (quotient)‏ هو 7 


فاذا فرضنا ان n gm‏ هما عددان صحيحان وليس كلاهما صفراً . فان من بين كل الاعداد الصحيحة التي تقسّم m‏ و 7 
, هنك عدد اکبر مقسوم dde‏ يعرف بالقاسم المشترك الاعظم للعددين m‏ و n‏ .ويكتب بالصيغة التالية: 


gcd(m,n )‏ 
ان القواسم املوجبة positive divisors)‏ ) للعدد 30 هي: 
1 2ر 3, 5, 6, 15,10, 30 


و 105 هي: 


105 ,35 ,21 ,15 ,7 ,5 ,3 1 


بینما القواسم المشتركة الموجبة ل 30 و 105 (تمثل الارقام الغامقة فى العددین الذکورین) هي: 
1, 3, كر 15 
ونستنتج من ذلك ان القاسم jill‏ الاعظم ل 30 و 105 هو: 
gcd( 30,105 ) 2 15‏ 
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من جانب اخر اذا كانت sus a‏ صحیح nonnegative integer)‏ ) وکانت b‏ عدد صحیح موجب , فان : 
(a mod b)‏ 


هو باقي قسمة » على b‏ . فعلی سبیل المثال: ( 15 = 30 mod‏ 105( .ان الخوارزمية الاقليدية اسست على 
الحقيقة التالية: 


وقبل برهنة ذلك نوصح كيف ان الخوارزمية الاقليدية مُستخدم لایجاد القاسم المشترك الاعظم . 


(105 mod 30=15) 
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فانه بواسطة الحقيقة اعلاه ان: 


gcd( 105,30 ) = gcd(30,15 ) 


وما ان : 


mod 15=0)‏ 30( 
اذن مرة ثانية بواسطة الحقيقة اعلاه ان : 
gcd(30,15 ) = 9600150 (‏ 
وبواسطة الفحص او التمحیص (gcd(15,0) = 15 ( , inspection‏ , فاننا على اساس ذلك نجد ان : 
gcd( 105,30 ) = gcd(30,15 ) = gcd(150)=15‏ 


والان نکتب الخوارزمية الاقليدية کخوارزمية كمايلي[1] : 


1. procedure gcd( a,b ) 


2. // make a largest 
3. if «D then 
4. swap(a,b) 

// that is execute 

// temp:-a 

۱۱ a:=b 


// b:=temp 


ڪڪ در tt‏ 


5. while D # 0 do 
6. begin 


7. r-amodb 


8. a=b 
9. b:=r 
10. end 


11. return(a) 


12. end gcd 


والخوارزمية del‏ هکننا تحویلها الى برنامج بلغة C++‏ انظر JELI‏ )8-6( . 
افرض ان 504 a=‏ و 396 = b‏ .هاان d < b‏ , اذن نتحرك للخطوة 5 في الخوارزمية الاقليدية اعلاه. وها ان 
WE, b #0‏ نتقدم الى الخطوة 7 ونضع (r:=a mod b)‏ , اي: 


a mod b = 504 mod 396 = 108 


ومن ثم نتحرك الى الخطوة 8 و 9 : 


اي D=108‏ 396 = 4 ونرجع الى الخطوة 5 . وبما ان #0 WE b‏ نتقدم الى الخطوة 7 gis.‏ 


r:= amod b 


a mod b = 396 mod 108 = 72‏ . ومن ثم نتحرك الى الخطوة 8 و 9 : 


a:=b 
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b:=r 
نتقدم الى الخطوة 7. ونضع‎ WE DAO ونرجع الى الخطوة 5 . وبما ان‎ 4 = 108G b=72 اي‎ 
r:= amod b 


. amod b = 108 mod 72 = 36 


ومن ثم نتحرك الى الخطوة 8 و 9 : 


اي 36 = 0 ۰ 7/2 = 4 , ونرجع الى الخطوة 5 . وبما ان 0 36 b‏ فاننا نتقدم الى الخطوة 7 . ونضع 
r:= a mod b‏ 


.amod b =72 mod 36 =0 


ومن ثم نتحرك الى الخطوة 8 و 9 : 


اي b=0‏ 36 = 0 , ونرجع الى الخطوة 5 . وها ان 0 = b‏ فاننا نتقدم الى الخطوة 11 , ونرجع ) 4)36 
وهو مامثل القاسم dA‏ للعدین 396 و 504 . 

اننا نلاحظ من تنفیذ الخوارزمية esl‏ ان جملة التحکم while‏ (الخطوات من 5- 11 ) Ulo‏ تنتهي عند الخطوات 8 و 9 
ومن ثم a e‏ و b‏ تتحدث (update)‏ الى القیم الاصغر . Leg‏ ان العدد الصحیح غير السالب لاهکن تقلیلیه وبالتحدید b‏ 
| بحص Jag‏ وجمل با 

تتوقف -Uslys‏ وبواسطة الخوارزمية المذكورة فان القيمة الرجعة في الخطوة 11 هي ( gcd(a,b‏ 
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ان الاجراء التكراري (recursive procedure)‏ هو الاجراء الذي پستدعي نفسه عدة مرات . اما الخوارزمية التكرارية فانها 
الخوارزمية التي تشتمل على الاجراء التكراري. ان التکرار الذاتي recursion)‏ ) هو اداة قوية واسلوب طبیعی لحل صنف 
كبير من المسائل . فالمسألة في هذا الصنف هکن حلها وذلك بواسطة تكنيك یسمی جر 3339 تسد divide-and-conquer)‏ 
) الذي فيه المسألة تجزء الى مسائل من نفس النوع ها هو للمسألة الاصلية , وبالمقابل كل مسألة جزئية تقشم الى اخری 
مسائل جزئية وتستمر العملية الى ان نصل الى مسألة يتم حلها بطريقة بسيطة (straightforward way)‏ . واخيرا تجمع 
حلول المسائل الجزئية لنحصل على الحل الخاص بالمسألة الاصلية . 


تذکر انه اذا كانت د اكبر او تساوي 1 (N21)‏ , فان مضروب (N! ( n‏ هو: 


n!- n.(n—1).(n—2).....2.1 


واذا كانت ( 2 < (N‏ فاننا ایضا نکتبها بنفس الطريقة السابقة اي : 


11 < n.(n—-1).(n—2).....2.1 


واذا تفحصنا الصيغة اعلاه وترکنا n‏ جانباً فان التبقي من الصيغة هو !( 1 — (r1‏ , اي ان الصيغة السابقة يمكن کتابتها : 


n!- n.(n—1)! 


والتي يجب ان 0553 صحيحة حتی y‏ كانت 1 = D‏ 
فعلی سبیل الثال: !5 تکتب ب 
!5.4 = 5.43.2.1 < !5 


ان مسألة حساب !5 تقلل لحساب 41, وحساب !4 بقلل لحساب !3,و !3 تقلل لحساب !2 و ,21 تقلل 
لحساب !1, و !1 تقلل لحساب !0 ,و !0 لایقلل بل من التعریف يساوي 1 . 

وبعد تجزثة المسألة )51( الى مسائل اصغر , يبدا الان وبشکل معکوس حل المسائل الاصغر ابتداءاً من الاصغر وهي 
الصفرهنا ووضع نتيجة الحل في الخطوة التي تسبقها اي !1 , وهذه في التي تسبقها اي !2 , وهکذا الى ان نصل الى 
نتيجة !5 وهي 120 ,اي حاصل ضرب ( !4 x‏ 5 -120).انظر الشکل )1-6( التالي ]8[ : 
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!Error 


Final value = 120 


is returned‏ 120 = 24 * 5 = ا5 


HM A! = 4 * 6= 24 is returned 


=3*2=6is returned 
EN 


a) Procession of recursive calls. b) Values returned from each recursive call. 


1 returned 


recursion مضروب !5 بطريقة التکرار الذاتي العکسية‎ Glue پبین‎ (1-6) JS UI 


والان نکتب الخوارزمية لحساب الضروب factorial‏ هي كماياي: 


امدخلات n : input‏ عدد صحيح اكبر او يساوي صفراً 


(n! ) n هي مضروب‎ : output الخرجات‎ 


1. procedure factorial (n) 
2. ifn-0then 

3. return (1) 

4. return(n* factorial(n-1)) 


5. end factorial 


وهکننا كتابة برنامجاً gull Leb‏ ++ لحساب مضروب cue, (N!) n‏ «من ۵ ای 10 , بطريقة التکرار الذاتي 
recursion )‏ ( کمایای: 
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// Recursive factorial function دالة امضروب التکرارية‎ 
#include <iostream.h> 


#include <iomanip.h> 


unsigned long factorial( unsigned long ); التعریف الاولی لدالة ا مضروب‎ 
int main() 

{ 

for ( int i = 0; i <= 10; i++) 10 الاعداد من 0 الى‎ 
cout >> setw( 2 ) >> i >> "! =" >> factorial( i) >> endl; 

return 0; 

} 

// Recursive definition of function factorial تعریف الدالة‎ 


unsigned long factorial( unsigned long number ) 


{ 

if (number <= 1 ) // base case القاعدة الاساسية‎ 
return 1; 

else // recursive case حالة التکرار الذاتي‎ 
return number * factorial( number - 1 ); 

} 


بداية التعر بف ;1= factorial‏ 


for ( int counter = number; counter >= 1; counter-- ) تكرار تناقصي اعتيادي‎ 


factorial *= counter; حساب اطضروب‎ 
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OR 


unsigned long fact (unsigned long n) 
1 
int i; 


unsigned long f=1; 


for (i=0; i<=n; i++) 
f= 


return f; 


وسنوضح تلك النقطتين في JULI‏ التالي: 
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#include<iostream.h> 

int gcd(int,int); 

int main() 

{int x,y; 

cout<<"Enter tow integar"<<"\n", 
cin>>x>>y; 
cout<<gcd(x,y)<<"\n"s 

return 0; } 


int gcd (int a, int b){ 


if (b==0) 
return a; 
else 


return gcd ( b,a%b);} 


ولحساب قيمة دالة (power function — ) o5‏ بطريقة ال (recursion)‏ فان انعتمد 
مايلى: 


1 if y=0 


xtx’" ify>0 


احسب قيمة g?‏ باستخدام طريقة التکرار الذاتي؟ 
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قيمة x-3‏ وقيمة y‏ اكبرمن صفر 31 لله 3° *3= 3° 


3*3 27 
"n 9 
3*3" t] 3 
/ | eL c 


Recursive calls values returned from recursive calls 


القیم الراجعة من الاستدعاء‌ات الذاتية الاستدعاءات الذاتية 


اکتب دالة التکرار الذاتي recursion function)‏ ) اللازمة لحساب قيمة × ,استخدم لغة ++6 . 


#include<iostream.h> 
unsigned long power(int x, int y); 
int main() 
{ 
int x,y; 
cout<<"Enter x , y values"<<"\n"; 
cin>> x»»y; 
cout<<"power(x,y)= "««power(x,y)« «endl; 
return 0; ) 
unsigned long power(int x, int y) { 
if (y--0) 
return 1; 
else 
return x*power(x, y-1); } 
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بالرغم من ان برنامج الحاسوب يشتق من خوارزمية صحيحة , لکنه قد یکون غير مفيد لانواع معينة من القیم المدخلة 

للبرنامج بسبب ان الزمن الذي نحتاجة لتنفيذ البرنامج او لخزن البیانات , المتخيرات variables)‏ , الخ .. كبير Jae‏ 

ان تحلیل الخوارزمیة( (analysis of an algorithm‏ يشير الى عملية تقدير الزمن وسعة الخزن اللازمة لتنفیذ البرنامج. ان 

مایسمی ب (complexity of an algorithm)‏ هو الاشارة الى مقدار الزمن dawg‏ الخزن ال مطلوبة لتنفيذ الخوارزمية . وهنا 

في هذا الجزء من الکتاب سنرکز على مسالة تقدیر الزمن املطلوب لتنفیذ الخوارزمیات.تصوّر اننا اعطینا ا لمجموعة ×ل ۸ 

من العناصر cus,‏ قسم منها بعلامة حمراء والقسم الاخر بعلامة سوداء . واردنا ان نجد المجموعة الجزئية subset of XJ‏ 

. واحد احمر‎ pate التي تحوي على الاقل‎ CX) 

افترض اننا انشأنا خوارزمية التي تختبر (examine)‏ کل الجموعات الجزئية XI‏ وتعد التي تحوي على الاقل pais‏ احمر 
۹ " 5 4 4 

واحد ومن ثم نستخدم تلك الخوارزمية کبرنامج حاسوب. فبما ان المجموعة التي لها # من العناصر یکون لها 2 من 


ا مجموعات الجزئية (راجع فصل الجموعات ) , فان البرنامج یحتاج على الاقل ”2 من وحدات الزمن للتنفیذ. 


وبغض النظر las‏ هي وحدات الزمن , فان "2 تتزاید (تکبر ) بسرعة كلما ازدادت ‏ (انظر الجدول(1-6) ادناه ]1[ ), 
ذلك ماعدا القیم الصغيرة ل 7 التي يجب ان تکون معقولة Lad (infeasible)‏ البرنامج . 


Ig Ign 10^ sec 10° sec 2 10” sec 2 x 10^ sec 
Ign 2 x 10^ sec 3 x 10” sec 3 x 10” sec 4 x 10^ sec 
n 3 x 10° sec 6 x 10° sec 9 x 10° sec 10” sec 

nlgn 5 x 10° sec 2 x 10^ sec 3 x 10° sec 4 x 10° sec 
n 9 x 10° sec 4 x 10° sec 8 x 10° sec 10“ sec 

n? 3 x 10° sec 2 x 10* sec 7 x 10* sec 2 x 107 sec 
2" 8 x 10° sec 6 x 10° sec 4 x 10" sec 4 x 10? sec 


جدول )1-6( ثل زمن تنفیذ خوارزمية اذا كان زمن تنفيذ الخطوة الواحدة هو 1 مايكروثانية وكذلك يبن عدد خطوات 


انهاء البرنامج للمدخلات من حجم « مقارنة بزمن التنفیذ[1]. 
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ویصل زمن التنفیذ الى yr)‏ “10 4) عندما تکون 2-100 وعندما تکون ous‏ الخطوات لانهاء البرنامج هي "2 مثلاً. 


ان تحدید عوامل الکفاءة performance parameters)‏ ) لبرنامج الحاسوب هي امر صعب ویعتمد على عدد العوامل التي 
سبق وان تعامل الحاسوب عثلها و على طريقة تمثيل البیانات AS‏ ان الحاسوب بترجمها الى à sJ‏ الالة machine‏ 

e£ Jos .) language)‏ من ان الدقة في تقدیر الزمن اللازم لتنفیذ البرنامج يجب ان تاخذ في الاعتبار جملة من العوامل 
factors )‏ ( فان المعلومات اطفيدة (useful information)‏ بالامکان ان يتم الحصول علیها بواسطة تحلیل زمن الخوارزمية 
الاساسیة. 


ان الزمن الذي نحتاجه لتنفیذ الخوارزمية هو دالة للقیم المدخلة input‏ , وعادة لاهکن الحصول على صيغة مبسطة لتلك 
الدالة ويقع اختيارنا على الاقل.وبدلاً من ان نتعامل مع الدخلات مباشرة فاننا نستخدم عوامل التي تخص حجم تلك 
امدخلات . نحن هكننا ان نطلب الزمن الاقل الذي نحتاجه لتنفيذ الخوارزمية من بين كل ال مدخلات ذات الحجم ۶ . وهذا 
الزمن يسمى زمن احسن حالة the best case-time)‏ ) للمدخلات من الحجم n‏ , وهکننا ايضا ان نطلب اكبر زمن 
نحتاجه لتنفيذ الخوارزمية بين كل مدخلات من الحجم ۸ . وهذا الزمن يسمى زمن الحالة الاردأ ( (worst -case time‏ 
للمدخلات من الحجم n‏ . وحالة مهمة اخرى هي زمن الحالة امعدل (average-case time)‏ وهي معدل الزمن الازم 
بتنفيذ الخوارزمية على بعض ال مجموعات المحددة من الدخلات كلها من الحجم 7 . 

هکننا ان نقيس الزمن الذي نحتاجه بواسطة الخوارزمية وذلك بواسطة عد الاوامر المنفذة . وبشكل بديل بالامكان استخدام 
الزمن المقدّر على سبيل JUL‏ حساب sae‏ المرات لكل تكرار (loop)‏ يتم تنفيذه . واذا كان مبدأ الخوارزمية يعتمد على 
القارنات (comparisons)‏ كما à dass‏ برامج الترتيب Sort programs)‏ ), فاننا iso‏ ايضاً عدد القارنات . 


ان التعریف العقول لحجم الدخلات لخوارزمية ایجاد القيمة الاکبر في متتالية محددة هو عدد العناصر في المتتالية ا مدخلة 
وان التعریف العقول لزمن التنفيذ هو عدد تکرار جملة التحکم while loop‏ ( راجع الخوارزمية اطذکورة ). بتلك 
التعریفات فان اردأ واحسن ومتوسط الزمن لتلك الخوارزمية طُدخلات من الحجم ‏ هي (n-1)‏ لكل منهم بسبب ان 
جملة التحکم Llo while loop‏ يتم تنفیذها (n-1)‏ من اطرات.[1] 


من جانب اخر اننا لسنا مهتمین بالضبط باحسن وارداً زمن نحتاجه للخوارزمية Xi)‏ مقارنة dil‏ كيف ان احسن وراسء 
زمن ينمو (یکبر) LIS grow‏ ازداد حجم اممدخلات . على سبیل الثال:افترض ان اسوء زمن the worst case time‏ 
لخوارزمية هو : 


t(n) = 60n + 5+1 
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وكان حجم القیم المدخلة < . فمن ال معادلة المذكورة نری انه عندما n‏ كبيرة , فان الحد 60117 فانه تقريباً یکون 
مساوياً الى E(N)‏ (انظر الجدول(2-6) ادناه). وبذلك فان E(N)‏ تکبر مثل .60n?‏ 


Í t(n)=60n? +5n+1 | 608“ 

10 6051 6000 

100 600,501 600,000 

1000 60,005,001 60,000,000 
10000 60,000,050,001 6,000,000,000 


جدول )2-6( يبن مقارنة التزاید د 171 )1 مع 60n‏ 


فاذا كانت املعادلة eel‏ تمثل الزمن بالثواني فان اممعادلة التالية هي لحساب الزمن بالدقائق لدخلات بحجم ١‏ : 


T(n)= “م‎ poa 
60 60 


ان هذا التغيير بوحدة الزمن SHY‏ على كيفية تزاید او نمو الزمن كلما ازدادت المدخلات, لکنه فقط Lag‏ وحدات الزمن 
التي بها نقيس حالة اسوء زمن ملدخلات بحجم n‏ . وعلی اساس ذلك اننا نصف كيف ان اسوأ واحسن زمن یکبر كلما 


ازدادت املدخلات , فاننا لسنا نبحث عن الحد الغلب le) (dominant term)‏ سبیل JEL)‏ هنا (60n?‏ بل ایضا نهمل 
المعاملات الثابتة ( constant coefficients‏ ). وتحت تلك الفرضیات فان tN)‏ تکبر مثل n?‏ (بعد حذف COW)‏ 60( 
كلما n‏ تزداد. و نقول ان A(N)‏ هي هرتبة n’‏ 


: ونکتبها‎ ( fin) is an order of g(n) ) 


t(n) = 6(n? ) 


ان الفكرة الاساسية هي لاستبدال تعبير مثل : 1 + 5 + t(n) = 60n‏ بتعبير ابسط مثل n?‏ الذي 
یکبر(یتزاید) بنفس نسبة كبر ( 8671 . وفيمايلي تعريفات الصیغ الاخری[1] : 
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افترض ان of‏ ۽ هما دوال domain Jie‏ هو مجموعة الاعداد (1.....3,2,1 , فاننا نكتب : 
f(n) = O(g(n))‏ 


C; موجب‎ Cob اذا كان يوجد‎ (f(n) is an order at most g(n) ) : g(n) ممرتبة على الاغلب‎ f(n) ونقول ان‎ 
مثل ذلك:‎ 


|f(n) > C,|9( n) 
لكل الاعداد الصحيحة ولكن الاعداد الصحيحة الموجبة بالتحديد.‎ 
ونكتب:‎ 

f(n)= Q(g(n)) 


ونقول ان f(n)‏ مرتبة على الاقل (f(n) is an order at least g(n) ) : g(n)‏ اذا كان يوجد Cob‏ موجب C;‏ مثل 
ذلك: 


()واون = f(n)|‏ | 
لكل الاعداد الصحيحة ولکن الاعداد الصحيحة الموجبة بالتحدید. 
واخيراً نکتب : 

f(n) = ©) 9)11((‏ 
ونقول ان : 


ان تعببر مثل f(n) = O( g(n))‏ يشير احياناً الى رمز مایعرف f Big Oh Notation‏ , وبشکل مشابه فان 


(( )9 )52 = (7)] يشير الى مایسمی ب Omega Notation‏ ل f‏ , واخيراً فان O( g(n))‏ <(7)] 
يشير الى مایسمی Theta Notation‏ . 


ما ان : 


t(n) = 60n? +5n+1 
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60n? 4 5n 4 1 € 60n? + 5n? +n? - “م66‎ for n21 
: نحصل على‎ Lb , وکما اشرنا في التعریف السابق‎ (Cy = 66 )) 66 مساوية الى‎ Cy وسنأخذ هنا قيمة‎ 


,60n? + 5+ 1 = O(n) 
: وما ان‎ 


60n? + 5n + 1 > ۴ for n>1 


فاننا Co = 60 ist‏ وکما اشرنا بالتعریف Las!‏ فاننا نحصل على : 


, 60n? +5n+1=QA(n" ) 


: وما ان‎ 
: فان‎ 60n? + 5n +1 = 62۳۴ ) و‎ 60n? +5n+1=O(n" ) 


60n? +5n+1= O(n ) 


افرض ان: 
du Sd, 17 + ....+ 071+ do‏ 
ef hai NN : ; Ky s A ;‏ 
هي متعدد الحدود polynomial‏ في k Jn‏ درجة ( Aj Cus, (N‏ غير سالبة nonnegative‏ , فاثبت ان: 
O(n" )‏ = و0 + a,n* Edi o" + .... + an‏ 
افرض ان : 


C; = dy 1 + .... 11 + 00 
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فان: 


Gn tan کر ريوس با“‎ an” Fan Vaud van 


= (ax + 0 + .....+ 07 + مه‎ JA = Cn 


وعلی اساس WS‏ فان: 

a,n* E +....+ qn + dg =O(nk ) 
ان:‎ Leg 

a,n* «a, n! e. cans وه‎ z a,n* 

a,n* Fagan” + .... + dın + dg = 2) ر‎ 
اذن:‎ 

a,n* 3d + .... + 0۲۱ + dg = O(n" ) 
. وهو املطلوب‎ 


ان Ign‏ يشير الى لوغاریتم n.‏ للاساس 2, وها ان : 


lgn«n for n>1 
فان:‎ 
27 +319 n < 211 + 37 = 01 for n21 
لذلك فان:‎ 
2n+3lgn=O(n) 
وكذلك ما ان:‎ 
27 +31 n > 2n for n>1 
فان:‎ 


2n+3lgn = Qn) 
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وعلی اساس ذلك فان: 
2n43lgn = O(n)‏ 


وفيما يلي JS — à‏ )2-6( يوضح تزابد growth)‏ ( بعض ال دوال الشائعة 


9 :(common function ) 


ees (2-6) Js‏ تزايد بعض الدوال الشائعة 
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تمارين الفصل السادس 


اکتب خوارزمية لایجاد العدد SY!‏ من بين 5 آعداد ثم نقذ تلك الخوارزمية. 
اکتب خوارزمية لایجاد العدد الاكبر والعدد الاصغر في مصفوفة 
اکتب خوارزمية لمعرفة فیما لو كان العدد زوجياً ام فردياً. 
اوجد القاسم ابلشترك الاعظم ged(108,72)‏ مستخدماً الخوارزمية الاقليدية. 
اکتب خوارزمية لايجاد X”‏ بطريقة التکرار الذاتية. 
اكتب خوارزمية لترئیب عناصر مصفوفة مکونة من 100 عنصر. 
Ge‏ كيف ان الخوارزمية في الجزء 6-3 تجد العدد الاکبر للاعداد 
a=5, b =-3, and c=6‏ 


اكتب خوارزمية تجمع اعداد المتتالية T T‏ و و8 eSis‏ 


اكتب خوارزمية لأيجاد العنصر الاصغر والاكبر في المتتالية Sy‏ و....., رگ Sis‏ 
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الفصل السابع 
مبادئ نظرية الخططات 


Graphs Theory Concepts 


ان ال مخططات (Graphs)‏ هي صور Pictures)‏ ( نستخدمها لبیان علاقة ما بشکل to visualized Gyo‏ 
a relation)‏ )ر وهي تختلف عما نعنيه بالرسم البياني لعلاقة ما كالدوال (functions)‏ في علم الجبر . ان ا مخططات 
ترسم Dots blis dole‏ وخطوط (Lines)‏ , وها انها ترسم WAS‏ , فانها تبدو کخرائط الطرق (Road Maps)‏ . ان 
النقاط في المخطط تدعى (Vertices)‏ ويرمز لها ب V55V,‏ ......... و والخطوط التي تربط بين تلك النقاط تدعی 
بالحدود او الاضلاع (Edges)‏ , ويرمز لها ب ,€,,€ ......... .واذا بدأنا الحركة مثلاً من النقطة Vo‏ الى VQ‏ عبر الحد 


(Edge)‏ الذي يربطهما ومن ثم الى نقطة اخرى حتى نصل الى النقطة ,۷ مثلاً فان الجولة الكاملة بين تلك النقاط نطلق 

lade‏ با مسار (Path)‏ ان الموقع الحقيقي لتلك النقاط وطول وشكل الحدود لايخبرنا شیثاً عن العلاقة , ولهذا السبب ومن 
المفيد ان نضع تعريفاً للمخطط الذي لايذكر النقاط الهندسية geometric points)‏ ) او الاسهم التي تربط بينها . ان 
مانعنيه هو ان نعرّف المخطط بدلالة المجموعات , وفي هذا الفصل تم الاعتماد على المصدر الاول في تحليل المواضيع التالية , 
ونبدآها يالتعريف التالي: 


Graph 


Informally, a graph is a finite set of dots called vertices (or nodes) connected by links called 
edges (or arcs). More formally: a simple graph is a (usually finite) set of vertices V and set of 


unordered pairs of distinct elements of V called edges. 


Not all graphs are simple. Sometimes a pair of vertices are connected by multiple edge 
yielding a multigraph At times vertices are even connected to themselves by a edge called a loop, 
yielding a pseudographd. Finally, edges can also be given a direction yielding a directed graph (or 
digraph ). 
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ان المخطط ) Graph‏ ( ( او ال مخطط غير الباشر G, ( undirected Graph‏ , يشتمل على مجموعة (Set)‏ تدعی V‏ , 
عناصرها تدعی النقاط (vertices or nodes)‏ , وعلی مجموعة من الحدود او الاضلاع Edge or arcs)‏ ( تدعی E‏ , وبمثل 
ذلك فان اي حد (e € E) (edge)‏ پرتبط مع زوج غير Won‏ من النقاط ( Unordered pair of vertices‏ )۰ فمثلاً اذا 
كان هناك حد وحيد (e) ( Unique edge)‏ يضم النقاط v‏ و س WB,‏ نکتب : 


e=(w,v) او‎ e-(v,w) 


وفي هذه الحالة فان (V, W)‏ ترمز الى الحد (edge)‏ بين Ws V‏ في مخطط غير مباشر ds‏ زوج (V,W)‏ غير مرتب 
كما هو واضح اعلاه لقیم )€( . 


اما ا مخطط اطباشر (a Directed graph)‏ , © ,او مايسمى مختصراً ails, (Digraph)‏ پشتمل على مجموعة (Set)‏ 
من النقاط vertices or nodes)‏ ( تدعى ۷ وعلی مجموعة من الحدود او الاضلاع Edge or arcs)‏ ) تدعى 8 , مثل ذلك 


فان اي حد (e 3 E) (edge)‏ يرتبط مع زوج مرتب من النقاط (ordered pair of vertices)‏ 


فمثلاً اذا كان هناك حد وحید( (e) (Unique edge‏ يضم النقاط ۲ و ۷ في زوج مرتب (V, W)‏ من النقاط , فاننا نكتب 


e — (v, w) 


التي ترمز الى الحد من ۷ الى W‏ .من جانب اخر ان الحد (edge)‏ مخطط سواء كان مباشراً ام غير مباشر الذي یکون 
مرتبطاً مع زوج من النقاط Ws V‏ يقال عنه بانه يشكل جزءاً incident on). Ux‏ ) من ۷ Ws‏ ,وان ۷ و 
W۷‏ يقال انهما واقعنان على الحد ) (e‏ ویکونان نقاط متجاورة ( adjacent vertices‏ ). واذا كان © هو مخطط مباشر او 
غير pile‏ مكوّن من نقاط V) (vertices)‏ ( ومن حدود E) ( Edges)‏ ( , فاننا نکتبه كمايلي: 


G = (V,E) 


حیث V, E‏ یفترض انهما هما مجموعتان محدودتان Finite Sets)‏ ( وان V‏ یفترض ان تکون مجموعة غير خالية 
Nonempty set)‏ (. 
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ان الشکل )1-7 ( يشير الى مخطط موجه مباشر directed graph)‏ ), والحافات التجهة الباشرة (directed‏ 
edges)‏ ممثلة بالاسهم . ان الضلع او الحد (e)‏ پرتبط بالزوج (v,, Vi) odi‏ من النقاط (vertices)‏ , والضلع او 
الحد ),€( پرتبط مع الزوج (Vg, Ve) cS‏ من النقاط . ان الحد (,6) s‏ له ب (V5, V)‏ و الحد ),€( 
يرمز له ب (Vc, Ve)‏ , وهكذا لبقية النقاط والاضلاع البينة في هذا الشکل. 


e7 


(directed graph) pile پوضح مخطط موجه‎ ( 1-7) JS 


ان التعریف )1-7( پسمح بحدود منفصلة (distinct edges)‏ لتکون مرتبطة بنفس ازوج من النقاط As ,) vertices)‏ 
سبیل JELI‏ في الشکل )2-7( الحدود ),€( و ),€( کلاهما مرتبط بزوج النقاط ) ÈV], V, } (vertex pair‏ ان Lis‏ 
تلك الحدود تدعی بالحدود التوازية parallel edges)‏ ). 


ان الحد الذي يقع على نقطة واحدة يدعى ب (loop)‏ او الحلقة . 


على سبیل المثال: في الشکل )2-7( ان الحد Eg = (V5, V5)‏ هو يشكل مایسمی حلقة او (loop)‏ . ان النقطة Lie‏ 


(V4)‏ لاتقع عل اي حد ول ذا فانهاتسمی نقطة معزوالئة او مفصولة 
(an isolated vertex )‏ . اخيراً ان المخطط (Graph)‏ الذي لايحوي (loop)‏ او حدود متوازية یدعی المخطط البسیط 
(Simple Graph)‏ . 
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83 
v6 v5 
۰ 
x e5 
e1 él e 
e2 
v1 v4 
v3 


شکل )2-7( يبين الحدود اطتوازية وال loop‏ 


ونود ان نذکر هنا ایضاً انه يمكن رسم ابلخطط التجه (Directed Graph)‏ من خلال رسم دوائر صغيرة بدلاً من النقاط 
وتسمی (vertices) Las)‏ وذلك لكل pais‏ من (Domain) Slob! polis‏ واطدی range)‏ ( للعلاقة (relation)‏ التى 
نرید ان نمثلها بالمخطط. فالشکل )3-7( ادناه هثل مخطط العلاقة اقل من او اقل او تساوي الى العلاقة على 
المجموعة }4,3,2,1{ 


a) less than 


شكل )3-7( هثل مخطط العلاقة اقل من او اقل او تساوي الى العلاقة على الجموعة }4,3,2,1{ 


2-7 المخططات التشابهة او التماثلة Similarity Graphs‏ 
لفهم مخططات التماثل ( Similarity Graphs‏ ( نعطي JULI‏ التالي: 


هذا المثال متعلق بمسألة تقسيم الاشیاء الى اصناف بشکل مجموعة اعتماداً على خصائصها. على سبیل LAL‏ افترض ان 
خوارزمية خاصة مكتوبة بلغة CH‏ من قبل عدد من الاشخاص واردنا ان نقسّم برامج الاشخاص الى اصناف معتمدين على 
حواص معينه لتلك البرامج كالتي مدونة في الجدول (1-7) ادناه [1]. 
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1 60 20 1 
2 41 10 2 
3 68 5 8 
4 90 34 5 
9 75 12 14 


جدول(1-7) يبن برامج C++‏ التي تعالج نفس الخوارزمية 


افترض اننا اعتمدنا على الخواص التالية في التقسیم: 
1- عدد الا فى الیرنامج ) (Number of Lines In a Program‏ 
e^‏ 8 
2- عدد à Return Joo‏ البرنامج 


sae -3‏ استدعاءات الدالة في البرنامج (Function Calls)‏ 


ان النقاط ) (Vertices‏ تطابق البرامج. والنقطة يرمز لها ب (Ds; Pos Py)‏ حيث (Pi)‏ هي قيمة الخاصية i‏ اي 
البرنامج رقم i‏ , وعرفنا دالة عدم التشابه (Dissimilarity Function)‏ و ALS‏ 


: زوج من النقاط ان‎ J 


W=(4159293) و‎ V=(DP,; p» P3) 


واستخدمنا العلاقة التالية: 


s(v, w) = |p, - q,| + |b; = |وو‎ | Ps = q3! 


فاذا فرضنا ان (V;)‏ تمثل البرنامج 1 . فانه من خلال تطبیق املعادلة oel‏ نحصل على مايلي: 
6 = 2 -1] + |10- 20[ + |41 — 66| = ( ۷ ,)5 


S(V,,V,) = 6 


2715 


وبنفس الطريقة نجد العلاقات التالية: 
S(V,,V3) = 4‏ 
S(V,,V,) = 42‏ 
S(V,, V,) = 30‏ 
S(V,,V,) = 38‏ 
s(V,,vV,) = 76‏ 
S(V,, V.) = 8‏ 
S(v3,V,) =54‏ 
S(V4,V,) = 0‏ 
S(V4, V.) = 46‏ 
فاذا كانت ( (V‏ و (W)‏ هما نقاط طبقاً الى برنامجین , فان W)‏ , 5)۷ تقیس کم عدم التشابه للبرنامجین 
Dissimilar The Programs)‏ ). ان القيمة الکبيرة ل W)‏ , 5)۷ تعني عدم التشابه کببر والعکس ان القيمة الصغيرة 
تبين التماثل او التشابه بين البرنامجین . وباستخدام dad‏ عددية ثابتة S‏ , فاننا نضع حافة (Edge)‏ بين ) (V‏ و (w)‏ اذا 
كانت W) dod‏ , 5)۷ اقل من S‏ (وبشکل عام انه هناك مخططات متشابهة مختلفة لقیم مختلفة من (S‏ . كما اننا 
نقول ان ( (V‏ و (W)‏ هما في نفس الصنف ( (Class‏ اذا كانت (V. = W)‏ او هناك مسار من ( (V‏ الى (W)‏ . 


ان مخطط التشابه gull (Similarity Graph)‏ بالشكل )4-7( ادناه هو طبقاً الى البرامج في الجدول )1-7( مع تثبیت 
ous‏ يساوي 25 = S‏ . في هذا المخطط ان البرامج صنفت الى ثلاثة اصناف كمايلي: }13,5{ ,}2{ و }4{ ,علماً 
بان لأية مسالة حقيقية يمكننا اختيار قيمة S‏ بالتجريب لاغراض الدقة . 


v1 
e V? 
v3 
e 
v4 vs 


شکل )4-7( يبين مخطط التشابه للبرامچ البينة في الجدول )1-7( مع قيمة 5-25 
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اذا تصورنا ان النقاط في املخطط تمثل Qabl‏ والحدود (edges)‏ تمثل الطرق , فان المسار هو طبقاً الى رحلة تبداً من مدينة 
هر من خلال dus‏ مدن وينتهي بمدينة ما. ونعبر عن slab!‏ بشکل صيغة كما في التعریف التالي: 


افرض ان Vo‏ و V,‏ هما نقاط في الخطط Graph‏ . فمسار من Vo‏ الى V4‏ بطول N‏ هو متسلسلة متغيرة 
(alternating sequence)‏ من 1+ ۸ من النقاط و N‏ من الحدود jas (edges)‏ بالنقطة Vo‏ وتنتهي بالنقطة -Vp‏ 


A path is a sequence of consecutive edges in a graph and the length of the path is the number of edges 
traversed 


(Vos Cis Vis 6,5 Vossio وگ‎ Vn) 


yids‏ الحد ,€ gi‏ بين النقطة ; V,‏ و V;‏ حيث n)‏ .........1,2 < ). ان الصيغة البينة في التعريف تعني نبداً 
عند النقطة Vo‏ والذهاب على طول الحد ,€ الى النقطة ,۷ ومن ثم الذهاب على طول 6 الى V,‏ وهکذا. 


في الشکل )5-7( ادناه ان المسار: )6,,2 e4,4,‏ ووو © رشور6 ,1( 


هو من النقطة ,۷ الى النقطة V,‏ وبطول 4 . والسار )6( Ugh:‏ 0 هو من النقطة Vg‏ الى نفس النقطة Vo‏ 
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شکل )5-7( الیسار يبن السارات (2, ,€ ,64,4 ,3 ر6 2و6 ,1( jlubl 4 Johs‏ )6( بطول 0 


واليمين : يبين طول ال مسار 4 وذلك من النقطة 1 الى 2 , ومن 2 الى 3 ,3 الى 4 , ومن 4 الى 2 


وبغياب الحدود المتوازية في الاشارة الى ا مخطط فاننا نطمس الحدود . على سبیل المثال: للسار(1.2.6) رما یکتب ايضاً 
کمایلی: 


(1,2,3,4,2) 


ان المخطط المتصل (Connected Graph)‏ هو اممخطط الذي فيه هکننا الوصول من نقطة الى اخری على المسار . والصيغة 
التي تعبر عن ذلك هي LS‏ في التعریف robs)‏ 
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ان ابلخطط الوضح في الشکل )5-7( یعتبر مخطط متصل بسبب اذا اعطیت اية نقاط ۷ و W‏ فيه فانه يوجد مسار 
من W JV‏ كما ان اللخطط يشكل قطعة واحدة . بینما امخطط في الشکل )6-7( یکون غير not connected ) Jais‏ 


) لانه Ss‏ لایوجد مسار بين النقطة ر۷ و ۷ . كما انه مکون من عدة اجزاء (pieces)‏ ان هذه القطع او الاجزاء هي 
مخططات جزئية (sub graphs)‏ من الخطط الاصلي وتدعی مکونات او polis‏ الخطط (Components)‏ 


v1 
۰ v4 
G 
e1 e2 v5 
C 

v2 V6 
V3 

شکل )6-7( يبين مخطط غير متصل not connected)‏ ( 


ومن جانب اخر ان الخطط غير التصل not connected graph)‏ ) بالامکان تقسیمه الى اجزاء متصلة connected‏ 
(components)‏ او ماتسمی مخططات جزئية متصلة منفصلة (disjoint connected subgraphs)‏ , على سبیل JU‏ , 
المخطط JWI‏ مکون من BYE‏ اجزاء متصلة: 


:Graph is made of three connected components . 
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CC} 
لوم‎ 


المخطط G' = (V', E")‏ من الشكل )7-7( هو مخطط جزني من المخطط G = (V, E)‏ الشكل )8-7( وذلك 
بسبب ان (V'CV)‏ و (E' CE)‏ 


v2 
e 

v2 e2 M 

e10 ell v8 
el 
67 
e8 v6 e 
và e T ۳ 
V4 G' 


V4 G 


(8-7) من المخطط في الشکل‎ dom مخطط جزء منه مبين في الشكل )6-7( شکل )7-7( مخطط‎ (8-7) JSS 
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اوجد كل ال مخططات الجزئبة subgraphs)‏ ( للمخطط ou! G‏ في الشکل )9-7( لها على الاقل نقطة واحدة one vertex)‏ 
).اذا لم نختر اي حد (edge)‏ , فیمکننا ان نختار نقطة واحدة او LaS‏ وبذلك نحصل على اللخططات الجزئية ,6 , G,‏ 
و و6 انظر الشکل )10-7( , واذا اخترنا ,€ فانه يجب ان نختار نقطتين علیهما بقع ,© وفي هذه الحالة نحصل على 


G oM. 6,‏ يحوي اربعة مخططات جزئية . 


v? ev 

e v2 VE 
4 el 
۰ eu vi v1 
G1 G2 G3 " G 


(4-7) JELI امخططات الجزثية للمخطط في الشکل )8-7( شکل )9-7( مخطط‎ (10-7) JS s 


افرض ان © مخطط وافرض ان ۷ هي نقطة في © .ان الخطط الجزتي G'‏ ل الذي يحوي کل الحدود (edges)‏ 
والنقاط (vertices)‏ في © والتي تكون متضمنة في بعض السار مبتدأة في النقطة uen v‏ عنصراً ل © يحوي ۷. 


ان المخطط © في الشكل )5-7( مكون من جزء واحد , بالتسمية هو نفسه, حيث في الحقيقة ان ا مخطط متصل اذا كان 
يشمل على جزء واحد one component)‏ (. 


افرض ان لدينا المخطط في الشكل )6-7( . فان جزء المخطط 6 الذي يحتوي على V4‏ هو ال مخطط الجزن ) (subgraph‏ 
التالي: 


G, = (V E), V = {Vi V2 V3}, E, = {e,,e,,€3} 


وان جزء المخطط © الذي يحتوي على V4‏ هو الخطط الجزی: 
G, =(V,,E,), V, ={v,}, E, =p‏ 
وان جزء المخطط © الذي يحتوي على ء۷ هو الخطط الجزي: 
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G; = (V, Ex), V, = ÈV; Vs}, E, =e, 


افرض ان © مخطط . عرّف علاقة ۸ على مجموعة النقاط ۷ للمخطط 6 , کالعلاقة VRW‏ , اذا كان هناك مسار من 


7 الى ۰۷ برهن ان 8 هي علاقة متكافئة (an equivalence relation)‏ على ۰۷ (راجع العلاقات à (Relations)‏ 
الفصل الثالث ). 


اذا كانت v‏ هي نقطة في V‏ فان المسار المتضمن ل v‏ وبدون حدود (without edges)‏ هو المسار من ۷ الى v‏ , وبالتالي 
فان ۷۸۷ لكل نقطة v‏ هي في ۷ . وعلى اساس ذلك فان ۸ علاقة مرتدة على نفسها تدعى ( Reflexive‏ ). 

افرض العلاقة VRW‏ . فانه يوجد مسار من Vg‏ الى (Vo =V) Cees (Vose Va) V4‏ و (V, =W)‏ . 
والان (V, s... Vo).‏ هو المسار من W‏ الى V‏ , وبالتالي نحصل على العلاقة WRV‏ , وعلى اساس ذلك فان ۸ هي 
علاقة متمائلة Symmetric relation)‏ ). 

من ناحية اخری افرض العلاقتین VRW‏ و WRX‏ . اذن هناك مسار P,‏ من w iv‏ والسار P,‏ من س الى x‏ . والان 
P,‏ متبوعاً ب P,‏ هو ال مسار من x iv‏ , وبالتالي نحصل على العلاقة ×۷. وعلى اساس ذلك فان ۸ هي علاقة 


انتقالية Transitive)‏ ) . وبما ان 8 هي مرتدة على نفسها reflexive)‏ (, متمائلة ) (symmetric‏ , و علاقة انتقالية 
transitive)‏ ) . اذن هي علاقة متكافئة equivalence relation)‏ ) على المجموعة V‏ . 


asus‏ اثبات ان العلاقة ۸ هي علاقة متكافئة في المثال اعلاه, فانه اذا كانت V.‏ € ۷, فان مجموعة النقاط في الجزء الذي 
يحوي v‏ هو الفئة ا مكافئة Equivalence class)‏ ) التالية: 
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[v]={weV | wkRv} 
لاحظ ان تعریف امسار پسمح بتکرار النقاط او الحدود , على سبیل اطثال: اطسار(1.2.6) 3 الشکل )5-7( رما يكتب‎ 
Lass (subclasses ) كما ذکرنا سابقاً. اي النقطة 2 تکررت مرتین . من جانب اخر فان الفئات الجزثبة‎ (1,2,3,4,2) 
في التعریف‎ V, و‎ Vo النقاط او الحدود او بجعل النقاط‎ (duplicate) حصول مضاعفة‎ ( prohibiting ( پواسطة منع‎ 
.) identical) متمائلتین‎ (2-7) 


افرض ان v‏ و w‏ هما نقاط في المخطط G‏ . فا مسار البسیط (Simple Path)‏ من ۷ الى w‏ هو المسار من w div‏ 
بدون تکرار النقاط with no repeated vertices)‏ ). 


والحلقة اوالدورة الکاملة (cycle)‏ او ( (circuit‏ المسار لطول يساوي صفراً ) length‏ )من w div‏ 
وبدون تکرار الحدود with no repeating edges)‏ ). 


اما الحلقة او الدورة البسيطة (simple cycle)‏ فهي الحلقة من v. Uv‏ التي فیها (ماعدا blä‏ البداية والنهاية اللتان 
مساویتان ل ۷ ) , انه لاتوجد نقاط متکررة no repeated vertices)‏ ). 


لو اخذنا الشکل ( 5-7) [1], فاننا نحصل على العلومات التالية , جدول (2-7): 


(6,5,2,4,3,2,1) No No No 
(6,5,2,4) Yes No No 
(2,6,5,2,4,3,2) No Yes No 
(5,6,2,5) No Yes Yes 
(7) Yes No No 


جدول )2-7( Ko‏ المسار البسيط والدورة cycle)‏ ( والدورة البسيطة للمخطط ا موضح بالشکل )5-7( 
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بين فیما اذا كان المسار المعطى في املخطط التالي Sub!‏ الشکل )11-7( هو : 
i‏ — مسار (simple path) la‏ 


ب- حلقة او دورة (cycle)‏ 


(a simple cycle) ت- حلقة بسيطة‎ 


o 


(11-7) شکل‎ 
(simple cycle) وحلقة بسيطة‎ ,) cycle) dale Jig وهنا‎ (b,b) -1 


( simple cycle) وحلقة بسيطة‎ , (cycle) حلقة‎ Lal Jig وهنا‎ (d,c,b,e,d) -2 


.) simple path ) مسار بسيط‎ Jig وهنا‎ (a,d,c,b,e)-3 


: (12-7) JS في ا لمخطط التالي,‎ (all simple cycles) كل الحلقات البسيطة‎ gy 


C d 


9 f 


(12-7) JS à 
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ان كل الحلقات البسيطة (all simple cycles)‏ في ا مخطط هي: 
(a,a),(b,c,g,b),(b,c,d, f,g,b),(b,c,d,e, f,g,b),(c,g, f. d, c), (og, f,e,d,c),(d, f,e,d)‏ 


اوجد كل ابلخططات الجزثية التي لها على الاقل نقطة واحدة للمخططات التالية, شکل(13-7) : 


v1 
el ۸ 
© o 
v1 v2 v2 v3 


(a) (b) 
(13-7) شكل‎ 


: هي‎ (a) الخططات الجزئية في‎ 
G, = ({v,},9) 
G, = ({v,},9) 
G,= (1v,, v5), 9) 
G,= ({v,,V.}, te, }) 


املخططات الجزئية في (b)‏ هي: وهي )17( مخططاً جزئباً , يمكننا استنتاجها بنفس الاسلوب في (a)‏ . 


. (incident on v) ۷ هي عدد الحدود الواقعة على‎ ( degree of vertex v) ۷ ان درجة او مرتبة النقطة‎ 
The degree (or valence) of a vertex is the number of edge ends at that vertex 


اذن اطرتبة او الدرجة لكل نقطة في المخطط obol‏ شکل )14-7( , هي اربعة بسبب ان على کل نقطة توجد اربعة حدود. 
."in this graph all of the vertices have degree four"‏ 
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v4 


شكل (14-7) يبين اطرتبة او الدرجة لكل نقطة 


من جانب اخر ان ا لخطط الكامل (complete graph)‏ على ۸ من النقاط یرمز له ب „K,‏ هو المسار البسيط مع ۸ من 
النقاط الذي فيه يوجد (edge) s>‏ بين كل زوج من النقاط املحددة (distinct vertices)‏ 


لذا فان المخطط الكامل على النقاط الاربعة ( المخطط اليسار) يرمز له ب Ky‏ , وكذلك المخططات الخمسة الاولى 
الكاملة ( kl‏ الى (k5‏ , انظر الشكل(15-7) ادناه : 


v1 © 
^ 
[x] AN | Í 
oe )—0 O 
4 v4 k5 k4 k3 k2 


k1 
here the first five complete graphs 


شکل )15-7( يبين ال مخططات الکاملة( (complete graphs‏ 


ان الخطط G = (V, E)‏ هو مقسّم bipartite) Gl‏ ( اذا وجدت مجموعتان جزتیتان V, , (subsets)‏ و Lal) V,‏ 
من التحمل ان یکونا خالیتین) ل ۷ على ان : 


V,UV, =V و‎ VV, =% 


وكل حد في E‏ پسقط على نقطة واحدة في Vi‏ وواحدة في .V,‏ 
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A graph is bipartite if its vertices can be partitioned into two disjoint subsets U and V such that each 
edge connects a vertex from U to one from V. A bipartite graph is a complete bipartite graph if every 
vertex in U is connected to every vertex in V. If U has n elements and V has m, then we denote the 
resulting complete bipartite graph by Kn,m. The following illustration shows K3,3. 


ومثال GE‏ : ان الخطط في الشکل )16-7( هو قسمین (Bipartite)‏ بسبب اذا فرضنا ان: و77 ,ر۷ ,,۷) = V,‏ وان 
[,۷,ر۷) = V,‏ . نلاحظ ان حداً واحداً على كل نقطة على Vi‏ ومثلها على ر۷ . 


۷1 
V @—_ o 


v2 


شکل(16-7) مخطط ثنائي (bipartite graph)‏ 
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للمخطط G= (V, E)‏ اطبين بالشکل )17-7( , اوجد E,V‏ , کل الحدود التوازبة JS, (all parallel edges)‏ 
الحلقات الغلقة (all loops)‏ ,کل النقاط اطعزولة (all isolated vertices)‏ , وکذلك bus (o‏ اذا كان ا مخطط © هو 
مخطط بسیط ثم بين على اية نقطة بقع الحد ,6. 


الشکل )17-7( 


V3, Vu. Vom V2, V3 V4}‏ و7 (Vp‏ ,£ , كماان ,© و م© هما حدود متوازية , و 
.€ هيو حلقة مغلقة ( WIS ,) loop‏ لاتوجد نقاط معزولة , واخيراً ,€ پسقط على ,۷ و V5‏ 


هذه الخوارزمية المشار اليها في الجزء )2-4-7( ادناه , هي لحل مسألة السار الاقصر لخطط متجه (directed graph)‏ , © 
, له حدود (edges)‏ بقيم موجبة nonnegative edge weights)‏ ). ان مدخلات الخوارزمية تشتمل على مخطط متجه 
ونقطة كمصدر (نقطة البداية) مثل a‏ او s‏ نی ذلك المخطط.حيث ان ۷ ترمز الى كل النقاط (Vertices)‏ في المخطط © 


وان كل حد (edge)‏ للمخطط ممثّل في زوج مرتب من النقاط (U, V)‏ هثل اتصال من النقطة ه الى النقطة ۷ . 
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من ناحية اخری , ان مجموعة کل الحدود يرمز لها ب- E‏ , و قیم تلك الحدود تعطی بدالة القیم X( weight function)‏ 
W : E > [0,00) „w‏ , وعلی اساس ذلك تکون wy)‏ هي ثمن الحركة من النقطة ن الى المقطة v‏ . ان قيمة الحد 
يمكن ان نفکر بها على انها كالمسافة بين النقطتین . اما dod‏ ال مسار فانها تمثل مجموع قیم الحدود في ذلك امسار , وان اقل 
قيمة للمسار تمثل امسار الاقصر , على سبيل المثال : اذا اعطينا نقطتين هما t gs‏ في V‏ , فان الخوارزمية تجد امسار من 
s‏ الى باقل قيمة lowest cost)‏ ( التي هي امسار الاقصر the shortest path)‏ ). وبالطبع يمكن ان نستخدم الخوارزمية 
لايجاد امسار من dil‏ نقطة كمصدر الى اية نقطة في الخطط © . 


ان الخوارزمية المذكورة تعمل بابقاء قيمة d[v]‏ تمثل المسار الاقصر بين 5 و ۲ , حيث ان القيمة الابتدائية لها صفراً 
d[s]-0‏ للنقطة المصدر (نقطة البداية) وهي تمثل هنا النقطة s‏ , وتكون مالانهاية infinity) e»‏ ( لبقية النقاط ماعدا s‏ 
, اي اننا لانعلم اي مسار يقودنا الى تلك النقاط : (d[v]= œ for every v in V, except s)‏ . وعندما تنتهي الخوارزمية , 
فان d[v]‏ هي قيمة المسار الاقصر من dis‏ ۷ . او تكون تساوي مالانهاية اذا كان المسار غير موجود. ان الخوارزمية 
تحافظ على مجموعتين (two sets)‏ من النقاط 5 و © . ان المجموعة S‏ تمثل کل النقاط التى لها نعرف ان القيمة d[v]‏ 
تمثل امسار الاقصر , بينما © تمثل بقية النقاط. ان المجموعة 5 تبدأ مجموعة فارغة وبعد كل خطوة تنفيذ للخوارزمية 
ترحل نقطة واحدة من © الى 5 . ان تلك النقطة تختار كنقطة باقل فيمة ل [/]4 , وعندما النقطة ‏ تنتقل الى 5 , 
فان الخوارزمية تحذف كل حد ملغي (outgoing edge (u,v))‏ من الخطط . 


كما ذكرنا اعلاه ,فان الخوارزمية التالية هي خوارزمية ايجاد امسار الاقصر بين النقطتين 8 و v‏ في المخطط التجه © . 


1 function Dijkstra(G, w, s) 

2 for each vertex v in V[G] / 15 

3 d[v] := infinity ۱۱ Unknown distance function from s to v 
4  previous[v] := undefined 

5 d[s]:=0 // Distance from s to s 


6 S:= empty set // Set of all visited vertices 
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7 Q:- V[G] // Set of all unvisited vertices 

8 while Q is not an empty set ۱۱ The algorithm itself 

9 u:- Extract Min(Q) // Remove best vertex from priority queue 
10 S:=S union {u} ۱۱ Mark 3۶ ۲ 

11 for each edge (u,v) outgoing from u 

12 if d[u] + w(uv) < d[v] // Relax (u,v) 

13 d[v] := d[u] + w(u,v) 


14  previous[v] := u 


ف الخوارزمية اعلاه وبالتحدید (à‏ السطر 9: ان u := Extract Min(Q)‏ تبحث عن النقطة Gu‏ مجموعة النقاط © التی 
لها اقل قيمة dfu]‏ ان تلك النقطة يتم ازالتها من المجموعة © واعادتها الى مستخدم الخوارزمية. واذا US‏ نرید ایجاد 
السار الاقصر بين 5و . فانه بالامکان ایقاف البحث عند السطر 9 اذا كانت t).‏ = 11). والان هکننا قراءة السار 
الاقصر من ؟ الى t‏ بجمل التکرار التالية : 


1 S := empty sequence 

2u:=t 

3 while defined previous[u] 

4 insert u to the beginning of S 


5 u :- previous[u] 


ان المجموعة JS LES‏ النقاط التي تشتمل على واحد من ابلسارات القصيرة من الى ۶ او تمثل مجموعة فارغة اذالم 
پوجد مسار. 

ان المسألة العامة والشاملة هي لايجاد كل المسارات الاقصر بين 5 و t‏ (حيث من الممكن ان يوجد عدة مسارات لها نفس 
الطول) .لذا بدلاً من من تخزين نقطة واحدة في JS‏ ادخال للمصفوفة previous[]‏ اعلاه , فاننا يجب ان نخزن كل النقاط 
التي تحقق الشرط في السطر 12 في الخوارزمية relaxation condition)‏ ). 

على سبيل المثال: اذا كان كل من ۲ و s‏ متصلين الى t‏ وكل logic‏ يقع على مسارات pal‏ مختلفة خلال dod gl)‏ الحد 
edge)‏ ) هو نفسه في UIS‏ الحالتين ) . اذن يجب ان نضيف كل من ۲و s‏ ای المصفوفة previous[t]‏ . وعندما تنتهي 
الحوارزمية , فان dS‏ بیانات 
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previous[] data structure‏ ), تصف بشکل حقيقي مخطط هو مخطط >33 ) (subgraph‏ للمخطط 


المصفوفة ) 


الاصلي بحذف بعض الحدود. 


مثال 15-7: 


في مخطط ادناه , جد السار الاقصر من $U‏ 


باستخدام خوارزمية اللسار الاقصر المذكورة انفاً هکننا ایجاد المسار الاقصر من ولا كمايلي: 


نبدأ من النقطة ولا ویکون طول السار fio‏ ولبقية النقاط تکون السافة غير معروفة OO‏ , ومن هذه 
النقطة سیتم اختیار النقاط املجاورة لها وا متصلة معها بحد (edge)‏ كما هو Que‏ في المخطط. وهذه النقاط 
هي 115 وتجد الخوارزمية بُعدها او مسافتها عن Up‏ وستکون على بُعد 8 , Uy‏ على بعد 16, و 112 على 


بعد 13 , ونتيجة لذلك سيتم اختیار اقرب نقطة وهي Us‏ مع الاحتفاظ بالنقاط السابقة وابعادها. 


à‏ الخطوة التالية jas‏ من Us‏ لانها الاقرب الى Ug‏ وناخذ النقاط المجاورة لها وهي رلا وتحسب مسافتها 
وستکون 10+8(18) انظر ال مخطط . والنقطة Uy‏ على مسافة 
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7+8(5) , وولا ستکون على مسافة 8+17(25). اما النقطة U,‏ فتبقی deU,‏ مسافة 13 , حيث 
ا مسافات اطحسوبة جمیعها من ولا الى النقاط اطذکورة اعلاه. 


3- في هذه الخطوة يتم اختیار U,‏ على مسافة 13مع الابقاء على نقاط تجاور ج11. 


4- في الخطوة التنالية يتم اختیار ,11 على مسافة 7+8(15) مع الغاء الحد بين Us‏ و Ug‏ ورسم الحد بين Us‏ 


و Uy‏ على مسافة 15 من Ug‏ , وبين Uy‏ و ولا حيث ستکون ولا على مسافة 20 من Ug‏ )5+7+8( 
هذه اطرة. 


5- وهنا يتم اختیار رلا على مسافة 18 من Uu‏ (10+8). واخبرا يتم اختیار ولا بوضع علامة علیها وتکون على 
بعد 20 , ونحصل على امسارات القصيرة وهي من ملا الى Us‏ الى Uy‏ الى UZ‏ (5+7+8). ومن Ug‏ الى 


. 13 وهي (10+8) , ومن ملا الى دلا وهي‎ U, الى‎ us 


والاسلوب Mel‏ هكن تطبیقه بسهولة على المخطط التالي ونترك ذلك للقاری. 
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وهکننا التعبیر عن الخوارزمية السابقة بالخوارزمية التالية بشکل اوضح مع امثلة تطبيقية علیها , انظر الجزء .)5-7( التالي: 


5-7 تطبیق خوارزمية ایجاد السار الاقصر A Shortest-Path Algorithm Application‏ 

لقد تطرقنا فيما سبق الى ال مخططات التي فيها تعّين قیم موجبة للحدود (nonegative edge weights)‏ والتي تسمی 
(weighted graphs)‏ ,فان طول المسار فيها هو مجموع قيم الحدود في المسار. نحن افترضنا ان J)‏ ,)۷۷ ترمز الى 
قيمة الحد a weight of the edge (i, j)) (i, j)‏ ). ان الهدف في تلك اللخططات (weighted graphs)‏ هو ايجاد 
امسار الاقصر (shortest path)‏ (يعني slut!‏ الذي له اقل طول minimum length‏ ( بين نقطتين معطاة في الخطط. 
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ان الخوارزمية البينة ادناه نسبة الى ble‏ الحاسوب (E.W.Dijkstra) GUY!‏ حلّت تلك المسالة بكفاءة. وفي هذاالجزء نرمز 
الى المخطط © بانه مخطط متصل وحدوده معطاة لها قيماً ( (Connected and weighted graph‏ , ونفترض ان قيم 
الحدود هي اعداد موجبة ونريد ان نجد المسار الاقصر من النقطة ‏ الى النقطة > . 

تتضمن خوارزمية E.W.Dijkstra‏ اعطاء علامات( (labels‏ الى النقاط vertices)‏ ( , ونفرض ان L(v)‏ يرمز الى علامة النقطة 
v‏ . وف dd‏ نقطة (مرحلة ) في تنفيذ الخوارزمية , فان بعض النقاط (vertices)‏ يكون لها علامات مؤقتة temporary‏ 
labels)‏ ) والباقي يكون له علامات داممة permanent labels)‏ ). 

نفترض ان JET‏ مجموعة النقاط التى لها علامات مؤقتة , 5( توضيح الخوارزمية فاننا نحيط النقاط (Vertices)‏ التي 
لها علامات délo‏ بدائرة (circle)‏ . وسنبین Gey‏ انه اذا L(v)‏ هي علامة دائمة للنقطة v‏ , فان L(v)‏ هي المسار الاقصر- 
من ای . من جانب اخر , فانه في البداية ان كل النقاط لها علامات مؤقتة . ثم ان في كل اعادة iteration)‏ 
للخوارزمية تتغیر حالة علامة واحدة من امؤقتة الى الدائمة , وبالتالي فان الخوارزمية تتوقف (terminate)‏ عندما 2 تستلم 
العلامة الدائمة . وعند تلك الحالة فان L(z)‏ يعطي السار الاقصر من © الى 2. 


هذه الخوارزمية تجد طول السار الاقصر من النقطة a‏ الى النقطة z‏ مخطط متصل 
(connected graph)‏ وحدوده لها قيماً (weighted edges)‏ . ان قيمة الحد (i, j)‏ هي ]0 > [w(i, j)‏ وعلامة 
النقطة x‏ هي L(x)‏ . وعند انتهاء تنفيذ الخوارزمية فان L(z)‏ هثل امسار الاقصر من a‏ الى 2. وفيمايلي الخوارزمية 
]1[ 


ا مدخلات inputs‏ : مخطط متصل وحدوده لها [NC‏ عبارة عن اعداد موجبة , ونقاط 2 و2 
ا مخرجات outputs‏ : اللسار L(z)‏ , السار الاقصر بين النقطة 2 و 2 . 


وفيمايلي خطوات الخوارزمية بشکل شفرات شبیهة( Pseudocodes‏ ) بشفرات البرنامج الحقيقية: 
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1. function dijkstra(w, a, z, 1) 


2. L(a)=0 // distance from a toa 
3. for all vertices X # A do // Initializations 
4. L(x) = 00 // unknown distance function from x to a 


5. T:=set of all vertices 

6. // T is the set of vertices whose shortest distance from a has not been found 

7. whileZ € T do 

8. begin 

9. choose V € T with minimum L(v) 

10. T :-——T-(v) 

11. foreach X € T adjacent to v do // to choose adjacent vertices to circled vertex 
12. L(x):= min(L (x), L(v)  w(v, x)} 

13. end 


14. end function dijkstra 


في هذا io JELI‏ كيف ان خوارزمية Dijkstra‏ تجد امسار الاقصر من 2 الى * في الخطط المبين بالشکل (1[)18-7] . ان 
النقاط في 1 & تحدد بدوائر We‏ علامات مؤقتة( (temporary labels‏ .النقاط GIS‏ العلامة الدائرية لها علامات داثمة 
.الشكل )19-7( يبين نتیجةتنفیذ الخطوات 5-2 في الخوارزمية اعلاه.في السطر 7 ان 2 لیس لها علامة . ویستمر الاجراء 
لغاية السطر 9 حيث اخترنا النقطة a‏ التي هي غير محاطة بداثرة وتمثل اصغر علامة , ونضع دائرة علیها انظر الشکل(7- 
20( في الاسطر 11 و 12 عملنا تحديث لكل من النقاط 9b‏ غير المحاطة بدائرة والمجاورة ل ۵ . 

L(b)- min{ 0,0 + 2}=2 


L(f) =min{ ©,0+1}=1 
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انظر الشکل(20-7) ونحن هنا في اطرة الاولی first iteration)‏ ) لتنفيذ الخوارزمية . 


شکل(18-7) مخطط الثال )16-7( 


وعند هذه النقطة نعود الى السطر 7 


شکل(19-7)اعطاء القیم الاولية في خوارزمية السار الاقصر ل Dijkstra‏ 


ها ان النقطة bz‏ تحط بداثرة , فنستمر الى السطر 9 , حيث نختار النقطة م النقطة غير المحاطة بداثرة مع العلامة 
الاصغر , فنوضع ule‏ دائرة. انظر الشکل (21-7), في الاسطر 11 و 12 نحدث کل dale‏ للنقاط غير المحاطة بداثرة وهي d‏ 


و g‏ المجاورة ل f‏ ونحصل على العلامات ) dink! (labels‏ بالشکل )21-7( ونحهن هنا في التکرار الثاني ( second‏ 
(iteration‏ لتنفيذ الخوارزمية اعلاه. 
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oo f oo 
Dijkstra شکل(21-7) ( هثل التنفیذ الثاني لخوارزمية‎ 
وهنا يجب ان نثبت ان التنفیذ القادم (الثالث) للخوارزمية ينتج العلامات المبينة في الشکل(22-7) وهو هثل انتهاء تنفيذ‎ 


الخوارزمية . ان 2 قد اعطيت العلامة 5 التي تبين ان طول ا مسار الاقصر من الى 2 هو 5. ان ال مسار القصر یعطی 
بواسطة Z, c, b, a)‏ ). 


شکل(22-7) ) هثل التنفيذ الثالث والاخير لخوارزمية Dijkstra‏ 
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اوجد طول المسار الاقصر من 2 الى 2 للمخطط المبين في الشکل )23-7( 


سنستخدم في ذلك خوارزمية Dijkstra‏ التي وضحناها سابقاً[ 1], مع تعديل بسيط حيث بالاضافة الى وضع دائرة على 
النقطة (vertex)‏ فاننا سنضع علامة عليها مع الاسم للنقطة التي منها وضعت العلامة . الشكل )23-7( يبين نتيجة 
التنفيذ للاسطر من 4-2 لخوارزمية Dijkstra‏ الانفة الذكر . sl‏ نضع دائرة على النقطة ۵ , انظر الشكل )24-7( , وفي 
الخطوة التالية نضع علامة لكل من gb‏ 4 المجاورتين ل 8 . النقطة b‏ تاخذ العلامة Gud (a2)‏ قيمتها والحقيقة التي هي 
اخذها العلامة من a‏ . وبشكل مشابه ان النقطة 4 تصبح (1,ه). 


Dijkstra لخوارزمية‎ (first iteration) التنفيذ الاول‎ Jig (24-7) الشكل‎ 


ان الخطوة القادمة هي وضع دائرة على النقطة 4 وتحديث علامة النقطة » المجاورة الى 4 . انظر الشكل (25-7) 
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Dijkstra لخوارزمية‎ (second iteration) التنفيذ الثاني‎ Jig (25-7) الشکل‎ 


ومن ثم نضع داثرة على النقطة b‏ ونحدّث علامات (labels)‏ النقاط ‏ و e‏ . انظر الشکل )26-7( 


الشکل )26-7( Jig‏ التنفیذ الثالث (third iteration)‏ والاخیر لخوارزمية Dijkstra‏ 


والخطوة القادمة نضع الدائرة على النقطة e‏ ونحدث علامة النقطة 2 انظر شکل(27-7) 


شکل(27-7) هثل نتيجة خوارزمية المسار الاقصر ل Dijkstra‏ 
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عند هذه النقطة نضع داثرة على النقطة 2 , لذا تنتهي الخوارزمية من التنفيذ. ان طول السار الاقصر من الى 2 هو 4 . 
las‏ من 2 بامکاننا نعيد المسار على النقاط المحاطة بدواثر dod‏ ان السار الاقصر هو: 


(z, e ,d ,a) 


في المقاطع السابقة We‏ المخط بالرسم (drawing)‏ . لکن بعض الاحیان , على سبیل المثال نرید استخدام الحاسوب لتحلیل 
الخطط , فاننا نحتاج الى صيغة اکثر ملائمة للتمثيل . فطریقتنا الاولی لتمثیل الخططات هي ماترکس او مصفوفة التجاور 
(adjacency matrix)‏ . ویقال ان نقطتین متجاورتین (adjacent)‏ الى بعضهما اذا كان یربط login‏ حد ( (edge‏ 


"Two vertices are adjacent if they are connected by an edge. " 


اعتبر المخطط المبين في الشکل (28-7) . 


(18-7) JELI شکل(28-7)‎ 


وللحصول على ماترکس التجاور لهذا الخطط . اولاً نختار الترتیب للنقاط vertices)‏ ( في الخطط , قل مثلاً 
.(€,d,C,b,a)‏ ومن ثم نضع علامات الصفوف (rows)‏ والاعمدة (columns)‏ للماترکس مع النقاط ا مرتبة .. ان قيمة 
عنصر اماترکس الدخلة (entry)‏ في الصف 1 والعمود ز, حیث Æ j)‏ 1( هو عدد الحدود او الاضلاع (edges)‏ الواقعة 
على 1¡ و ز.اذا كانت j)‏ = 1), فان القيمة اللدخلة هى ضعف sus‏ الحلقات (loops)‏ الواقعة على i‏ , لاحظ الحلقة 
(loop)‏ في d ge  كلذکو c‏ جعلت قيمهم 2 في الاترکس , واذا كتنت a‏ موصولة ب b‏ فان القيمة في الاترکس 
تساوي 1 وهکذا.ان ماترکس التجاور لهذا المخطط هو: 
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S &. 0 c 5 
M. O O FR O 
بر © براح نم‎ 
— كد ات‎ ۲ SO 


(adjacency matrix) ماتركس التجاور‎ 


Loy‏ انه بامكاننا الحصول على درجة النقطة degree of vertex v ( v‏ ( في المخطط © كما اشرنا اليها سابقاً بواسطة جمع 
الصف ل v‏ او العمود ل SV‏ مخطط ماترکس التجاور اعلاه, مثلاً الدرجة للنقطة 2 هي 2 (1+0+0+0+1) ول > هي 4 

وله هي 5 ..........الخ. ۱ 
ان ماترکس التجاور ليس طريقة کفوءة بشکل كبير لتمثیل ا مخطط. وها ان اماترکس متماثل حول القطر الاساسي main‏ 
(diagonal)‏ ,) يعني العناصر على الخط من الزاوية العليا الیسری الى الزاوية اليمنى السفلى ) فان المعلومات (the‏ 
information)‏ ماعدا الموجدودة على القطر الاساسي (main diagonal)‏ تبدو مضاعفة . 


ان ماتركس التجاور للمخطط البسيط المبين بالشكل )29-7( التالي: 


3 b 


شکل )29-7( للمثال )19-7( 
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هو مايلي: 


a b c d e 
0/0 1 0 1 0 
b|10 1 0 1 
A = ۱0 1 0 1 1 
8۱1 0 10 0 
e\O 1 1 0 0 


ماترکس التجاور للمخطط البسیط المبين بالشکل )29-7( 


سنبین انه اذا كان A‏ هو ماترکس تجاور لخطط بسیط © , فان اماترکسات (Powers of A ) AJ ZI‏ التالية : 


تحصي عدد السارات باطوال مختلفة . وبدقة اکثر اذا كانت النقاط (vertices)‏ الى المخطط 6 تم وضع علامات علیها مثل 


1 2, ........فان القيمة الدخلة ij‏ في الاترکس A”‏ تساوي عدد السارات من : الى ز بطول ١‏ .على سبیل المثل تصور اننا 
ربّعنا الماتركس في هذا المثال, فاننا نحصل علی: 


abcde 
a2 0 2 0 1 

0 1 0 1 0١0 1010 
1010110101 P0 3 1 2 1 
a? ماع‎ 1 0 1 1|0 10 1 ۱26۱2 1 3 0 1 
10 1 0 01 0 10 o| ۸۱0 2 0 2 1 
0 1 1 0 0/0 1 1 0 0| eiuf 1 1 1 2 


اعتبر ان القيمة الداخلة في الصف a.‏ والعمود Gc‏ الماتركس A”‏ حصلت من حاصل ضرب القيم الداخلة في الصف a‏ في 
القيم الداخلة في العمود € في الماتركس A‏ , وافرض ان: 
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0 
1 

a0 1 0 1 0) 0| = 0.0+1.1+0.04+1.1+0.1=2 
1 
1 


ان القيم التي لاتساوي صفراً في المجموع اعلاه تنتج اذا كان حاصل ضرب القيم الداخلة من كل من الصف والعمود هي 
قيم الواحد. وهذا یحصل اذا كانت توجد نقطة (v) (a vertex)‏ تکون قیمتها الداخلة في الصف هي واحد ومثلها في 
العمود E‏ بتعبير اخر , يجب ان تكون الحدود (edges)‏ بصيغة ) 0,7 ) و ) 177,6), Jia‏ تلك الحدود تشكل المسار 
(G,V,C (‏ بطول 2 من a‏ الى € . وكل مسار يزيد ا مجموع بمقدار 1. 


في هذا المثال, ان ا مجموع هو 2 بسبب انه يوجد مسارين :( (G,D,C‏ و (a,d,C)‏ بطول 2 للوصول من c dia‏ 
. انظر المخطط (29-7) في المثال (19-7), وبشكل عام ان القيمة الداخلة في الصف + والعمود نر من الماتركس AP‏ هي 


عدد المسارات بطول 2 من النقطة + الى النقطة ر. ان المدخلات على القطر الرئيسة للماتركس A?‏ تعطينا درجات 
النقاط (the degrees of the vertices)‏ (عندما يكون املخطط مخططاً بسيطاً) . اعتبر على سبيل ال JU‏ , النقطة gle‏ 
الدرجة ل € هي 3 بسبب c‏ تسقط على ثلاثة حدود (edges)‏ , اي ان c‏ ترتبط بثلاثة حدود , انظر المخطط )29-7( ايضاً, 


, التي هي: (c,d), (Cb)‏ ,و (06,6) . لكن كل واحد من تلك الحدود يمكن تحويله الى مسار بطول 2 من € الى 


c 


(c,e,c) s. (c,d,c) . (c,b,c) 


وبشکل مشابه , ان مساراً بطول 2 من » الى c‏ یعرف الحد الساقط على . وعلی اساس ذلك فان عدد السارات بطول 2 
من » الى c‏ هو 3 , مثل درجة ال €. 
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ان الطريقة الثانية لتمثیل المخططات هي ماترکس وقوع او اسقاط الحدود على النقاط (incidence matrix)‏ . 


من اجل الحصول على ماترکس وقوع او اسقاط الحدود على النقاط للشکل )30-7( ادناه : 


شکل(30-7) هثل مخطط JULI‏ 20-7( 


Lib,‏ نضع علامة النقاط على الصفوف rows)‏ ( وعلامة الحدود edges)‏ ) على الاعمدة بترتیب عشوائي , وتکون مدخلات 
الصف v.‏ والعمود © هي 1 اذا كان © يسقط على incident on v) v‏ ( , وغير ذلك صفراً.وعلى اساس هذا فان ماترکس 
وقوع او اسقاط الحدود على النقاط هو: 


CE اننا‎ Ge oe ع‎ E, 
v, (1010000 
v ]0 1 1 1 1 0 1 
v,|0 000010 
v, 1 101000 
v (0000110 


ونلاحظ من الماتركس ان العمود ,€ على سبیل Jie JULI‏ وجود حلقة loop)‏ ). كذلك ان العمود الذي يحوي واحدین 
two 1's)‏ ) لايحوي حلقة (م100), واخيراً فان مجموع کل صف هثل درجة النقطة(عدد الحدود الواقعة علیها) Le,‏ مثلاً 
ر۷ يقع عليها 5 حدود لاي ان مجموع lio‏ يساوي (1+0+1+1+1+1+0 -5 ) وهكذا للنقاط الاخرى. 


04 سس 


اوجد ماترکس التجاور (Adjacency Graph)‏ للمخططات التالي: 


e x8 d 
ان ماترکس التجاور للمخطط اعلاه هو:‎ 
a b c d e 
a(0 1 1 1 1 
bili 0 10 0 
611 1 0 1 1 
011 0 1 0 1 
611 0 1 1 0 
وماتركس التجاور للمخطط التالي:‎ 
v1 
ew 
G 
e1 e2 v5 
e4 
v2 V6 
V3 


aaa 305 


هوکالانی: 


Vg 


۷ V3 


V; 


O ۰ 004 0c 
CO ۰ ۵ O Q nu 
eO 0000 c] 
uu ۵ COC CO O 
sa oO uoc 
oun NN oO Oo ۵ 


۷ 
ولا‎ 
V3 
V4 
Vs 
6 
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تمارين الفصل السابع 


1-Find a walk with five edges from the vertex 4 to vertex 2 in the following figure .is this walk a 


D 
2 


2-Draw the graphs on the set {a, b, c, d, e} with the following edge sets: 


{fa}, (a, b},{b, cj (b); (c). (d), (d, e},{e}} 


3-Find the graph of the following matrix and find the length of the paths from a to c. 


a b c d e 
000 1 0 1 0 
b|10 1 0 1 
A = ۱0 1 0 1 1 
di10 10 0 
610 1 1 0 0 


4-Find the shortest path from a to z and its length for the following graph: 
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5- Write down the Incidence matrix of the following graph 


6- Find all the sub graphs of the following graph G: 


e1 


7- Find the simple path, cycle and the simple cycle of the following graph: 
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x1 


e 


o 
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الفصل الثامن 
الشجرة 


Tree 


ان اول ظهور للاشجار (trees)‏ كان في dul»‏ خواص الجزئیات في الكيمياء, وق دراسة الفولتیات في الدواثر 
الالکترونية , والیوم تستخدم في طرق مختلفة في علم الحاسوب , ففکرة شجرة التفرع (binary tree) GLY!‏ مفيدة في 
دراسة القوانین الرياضية (formulas)‏ , وفي دراسة القوائم الرتبة ابجدياً , وقي دراسة مایسمی بالعملیات الفرعية 
branching processes)‏ ). اما فكرة JI‏ 8,2 الفرعیة (spanning tree)‏ فهی مفيدة [nes‏ في سياق الاتصالات الفعالة 
context of efficient communication)‏ ) , وفي تحديد المسافات بين النقاط في انظمة النقل transportation systems)‏ 
) وكذلك في الدراسة النظرية للمخططات ( abstract study of graphs‏ ). 


وفكرة الشجرة انها تمثل مخطط متصل (connected graph)‏ له drole‏ انه لكل حد( edge{x,y}‏ ), ان 
حذف {xy}‏ من مجموعة الحد edge set‏ فقط دون حذف شيء من مجموعة النقاط vertex set)‏ ) طبعاً , يعطي 
مخططاً (graph)‏ فيه x‏ و y‏ غير متصلة . وحسب التعريف فان المخطط (a)‏ في الشكل )1-8( هثل شجرة لان فصل 
اي حد edge)‏ ) ,على سبيل المثال الحد | 6,4{ , فانه يجعل الخطط غير متصل النهايات , والمخطط (b)‏ لامثلها لانه 
Shol‏ مخطط غيرمتصلاً (not connected graph)‏ . 


C2020 © م‎ 


ORO 9 
© 6) 


(a) (b) 
الشکل(1-8) یوضح تمثيل الشجرة‎ 


وتعرّف الشجرة Lal T‏ بانها مخطط بسیط يحقق مايلي: اذا كانت v‏ و ۷ هما نقاط في الشجرة , فانه یوجد هناك 
مسار وحيد بين v‏ و w‏ ۰ واذا شكّلت بعض النقاط في الشجرة تصمیم الجذر فاننا ندعو تلك الشجرة الشجرة ذات الجذر 
(rooted tree)‏ .انظر الشکل(2-8) ادناه الذي يبدو انه مقلوب الشجرة الطبيعية , اي vl‏ تمثل الجذر وبقية النقاط تمثل 
الاغصان. ان الجذر یعتبر مستوي الصفر , اما مستوي اي نقطة ۷ هي طول السار البسیط من الجذر اليها, وبذلك فان 
النقطة 1 تكون في المستوي الصفر , و 92 3 کلاهما في الستوي 1 , اما النقاط v5 ,v4‏ ۷۲6 رو 7 فهي في 
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المستوي 2 , واما ارتفاع الشجرة فهو العدد الاکبر للمستویات التي تبنی منها الشجرة , اي في الشکل ادناه ارتفاعها يساوي 


۷1 


المستوی 0 


v2 v3 1 المستوی‎ 


2 المستوی‎ 
۷4 ۷5 ۷6 v7 


الشکل )2-8( پوضح الشجرة ذات الجذر rooted tree)‏ ( 


2 


ارسم اشجار الجذور التي تنتج من اختيار النقطة b‏ اولاً ومن ثم النقطة f‏ کجذور à‏ الشجرة dudl‏ بالشکل )3-8( ادناه: 


شكل (3-8) يمثل مخطط الشجرة في المثال (1-8) 
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(b) Root (f) Root 


e) (9 © 
(e) 


© © 
(b) 
€ (9 @ © 


(3-8) للشکل‎ f 9b à هثل مخطط الاشجار ذوات الجذور‎ (4-8) JS S 


ان الاطراف 9,f , > ,a"( nodes)‏ ع " الجزء الايسر من الشکل )4-8( , ثل اطراف خارجية external nodes)‏ ) 
للشجرة لعدم وجود فروع لها children)‏ ) , بينما b‏ , 4 ,و e‏ تمثل اطراف داخلية internal nodes)‏ ) لوجود فروع لها 
lies ,‏ ينطبق على کل الاشجار. 

ويمكننا تمثيل امور اخرى باستخدام مخطط الشجرة ,(tree diagram)‏ فمثلاً ناقشنا في الفصل الثاني ا مجموعات الجزئية 
مجموعة معطاة, وهنا هکننا تمثيل ذلك من خلال مخطط الشجرة Cus ,) tree diagram)‏ نتصور ان polis‏ ال مجموعة 
قد وضعت في قائمة ومن ثم نبحث في كل عنصر ونقرر lod‏ لو كان ذلك العنصر ينتمي الى ا مجموعة الجزئية . 

على سبيل المثال تصوّر ان لدينا المجموعة } 4,2 ] . اذن مخططنا يشتمل على خطوتين كما هو في الشكل )5-8( 
ادناه:ان الشكل يوضح بشكل جيد ان عدد المجموعات الجزئية الكُليّة resulting subsets)‏ هي 2X2‏ او 4. وهنا اذا 
كانت اممجموعة تشتمل على العنصر a‏ (اي (Yes‏ , والعنصر (Yes lal) b‏ , فان المجموعة الجزئية الناتجة resulting‏ 
(subset)‏ هي {a,b}‏ , اما اذا كانت اللجموعة تشتمل على العنصر- a‏ , لکنها لاتشتمل على b‏ (اي No‏ ) , اذن 


اللجموعة الجزتية هي {A}‏ . وهکذا تکون للجموعات الجزتية 4 . 
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include include ^ resluting 
a b subset 


Yes (ab) 
Yes 

No {a 

Yes (bj 


No No / 


الشكل )5-8( يوضح مخطط الشجرة لبیان عدد ا مجموعات الجزئية للمجموعة } {a,b‏ 


وبنفس الطريقة اعلاه , فان المخطط YW‏ هو لتمثيل الجموعات الجزئية لمجموعة مكونة من 3 {a,b,c} polis‏ 
,والذي یبن ان تلك املجموعة يكون لها 222262 اي 8 من المجموعات الجزثية . انظر الشكل )6-8( ادناه. 


include include include resluting 
a b 6 subset 


| Yes {a,b,c} 


Y es .— ۲ 

io Se Ne 

y —No {ab} 
p 

5 " | Yes in 

T d " | 


۱ No 2 


T | ۱ | | 
b o». ۳۳ 
h l l MAS ER 
DAC = 1 ۱ | 
N 0 م‎ » à | | 
ioe - e س‎ 


— fae On a ES N o 9 


الشكل )6-8( يوضح مخطط الشجرة لبيان عدد المجموعات الجزئية للمجموعة } 0,۲,6 ] 


وهکذا لجموعة مكونة من ١‏ من العناص سیکون مخطط شجرتها مکون من 2X2X2.......X2‏ اي "2 من 
ا مجوعات الجزئية. وهکننا ان نمثل الاجابة على سؤالين با مخطط التالي حبث نکون لدینا 4 طرق مختلفة للاجابة , انظر 
الشکل )7-8( : 


Q1 G2 تتبجة الاستجابة‎ 


T TT 


F F TF 


الشكل )7-8( يبين مخطط الشجرة لاحتمالیات الاجابة على سؤالين 


ومرة اخری اذا انتقلنا الى علم الحاسوب, فنجد ان ele‏ الحاسوب یستخدم مخطط الشجرة بکثرة لانها Lage‏ في تمييز 
وربط البیانات data‏ في قاعدة البیانات data base)‏ ), كما ان الاشجار LE (trees)‏ الاستعمال الواسع GLA‏ امخططات 
subclasses graph)‏ ( , حيث تعتبر الشجرة نوع خاص من ال مخطط graph‏ والتي تظهر في العدید من تطبیقات نظرية 
ا مخططات graph theory)‏ ( .ومن انواع الاشجار( subclasses of trees)‏ على JELI TRE.‏ :الاشجار ذوات الجذر rooted‏ 
trees)‏ ) واشجار التفرع binary trees) GLI‏ . ومثال اخر على الشجرة في الحاسوب هو لو استخدمنا مستکشف النوافذ 
(windows explorer)‏ معرفة مکونات الحاسوب , فاننا سنری شجرة الحاسوب على الیسار من النافذة ومکونات کل جزء 
مختار من هذه الشجرة سیکون في النصف الثاني (الیمین) من النافذة , انظر الشکل (8-8) التالي. 


s My Computer DER) 
File Edt view Favorites Tools Help 2 


Qe M © B JO seah fy Folders EJ 


Address 9 My Computer 1 60 
Folders X Files Stored on This Computer ^ 


9 Desktop 


[7] D 
۱ ۳ " Domenis e Shared Documents EJ Dr Gullanar's Documents 
B 4 My Computer 


3 4 3,5 Floppy (A:) 


e» Local Disk (C:)‏ لا 
IJET_1 )0:( a DrNassir's Documents‏ 7 3 
E & Local Disk (E:)‏ 


E ê Dr Nassir (F:) 

E e» MHA (G:) _ Hard Disk Drives 

E Se Old C(H:) 

si بیس‎ xp Local Disk (C:) <p a) Local Disk (E:) 
ا‎ ê Nassir ZPU (K:) 

E db CD Drive (L:) P E 

E dd NFSMW (M:) I0 Dr Nassir (F1) Cape MHA (G:) 

DR NASSIR (0:)‏ ۳ ا 

Control Panel ۱ 1‏ 89 ها 

E (CJ Shared Documents E^ 2 old c tH: o RS 
E (Cj Dr Gullanar's Documents Sh ex Sue e 
E CJ) DrNassir's Documents L 


a o My Network Places a pu ۱ 
CHINA (J: Nassir ZPU (K: 
قر‎ Recycle Bin یک 0 و‎ assir ZPU (Kr) 


شکل(8-8) الذي يبين شجرة الحاسوب باستخدام مستکشف النوافذ windows explorer‏ 


ويمكننا ايضا استخدام | لشجرة لتمثيل عملية بناء العملية المشفرة في انظمة التشفیر مثل نظام هوفمان للتشفه 
Huffman code)‏ ). كما ان للاشجار تطبيقات عديدة , على سبيل المثال منها مایعرف بالاشجار الفرعية spanning‏ 
trees)‏ (, واشجار القرار (decision trees)‏ , واشجار اللعبة game trees)‏ ). 


ان الطريقة الشائعة لتمثيل الحروف والرموز والارقام (characters)‏ داخل الحاسوب تتم باستخدام طول Cob‏ من البتتات 
fixed-length bits)‏ ( , على سبيل JULI‏ استخدام نظام GN. Sul‏ باستخدام تشفير هوفمان فان تلك الحروف والرموز 


والارقام يتم تمثيلها بطول مختلف من البتتات (variable length bit strings)‏ , حيث الرموز الكثيرة الاستخدام تمل ب 
ببتتات LIB‏ وعكسها صحيح Lay!‏ 
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من جانب اخر ان التكنيك الشائع لازالة تشفير البیانات الفائضة هو تشفیر هوفمان Huffman coding)‏ ), فعند تشفير 
رموز معلومات المصدر coding the symbols of an information source)‏ ), فان طريقة تشفیر هوفمان تنتج اقل عدد 
ممکن لرموز التشفیر لكل رمز في المصدر الاصلي للمعلومات .ان الخطوة الاولی في طريقة هوفمان تتمثل بتخفیض رموز 
ا مصدر الاصلي (source reduction)‏ وذلك من خلال ترتیب احتمالیات الرموز تحت الاهتمام من الاعلی الى الاانى , ثم 
جمع رمزي الاحتمالية الاوطاً للحصول على احتمالية واحدة التي تحل محلهم في خطوة التقلیل التالية , انظر الشکل )9-8( 
(JUJI‏ الذي هثل معلومات rab)‏ الاصلي (original source)‏ المثلة بستة رموز مع احتمالیاتها التي رتبت من 0.4 الى 
4 , وکذلك خطوات تقلیل معلومات اطصدر ( (source reduction‏ من 6 الى 2 (المثلة ب 0.6 و 0.4( 


Original source Source reduction 


Symbol Probability 


0.4 0.4 0.4 0.6 
0.3 0.3 ده‎ 04 
0.1 0.2 0.3 
. 0.1 0.1 T 
0.06 a 0.1 
0.04 


شکل(9-8) خطوات تقلیل معلومات اطصدر (source reduction)‏ بطريقة تشفیر هوفمان 


وللحصول على اول تقلیل فان الاحتمالیتین في الاسفل ( 0.04 و 0.06 ) يتم جمعهما للحصول على رمز مرگب 
باحتمالية 0.1 , ویتم مرة ثانية ترتیب الاحتمالیا من الاعی الى الادنى ان تطلب ذلك . ثم یستمر جمع اقل احتمالیتین وهنا 
نجمع 0.1 مع 0.1 لنحصل على 0.2 , وها انها اکبر من 0.1 الاخری , اذن تصعد 0.2 الى الاعلی وتنزل 0.1 اسفلها 
ونستمر الى ان نصل الى التخفیض الرابع لنحصل على 0.6 و 0.4 Osa Cur,‏ مجموعهما 1 , اي 100% . 

وهنا تبدأ المرحلة الثانية من طريقة هوفمان وهي تشفیر کل مصدر تم تقلیله مبتدأين بالرمز 0 للاحتمالية 
الاکبر )0.6( و1 للاحتمالية الاقل او العکس من اجل تمييزهما, ونرجع باتجاه عكسي بالقیم صفر او واحد , فلو اعطینا 
صفراً لكل الرموز التي کوّت 0.6 ,اي 0.3 و 0.3 ومن ثم اضافة 0 للاول و 1 GLU‏ من اجل تمييزهما مرة ثانية , اي 
تصبح 03 


لها الرمز 00 , وهي مميزة عن 0.3 الثانية التي ستاخذ الرمز 01 بینما 0.4 تاخذ 1 WY‏ اعطینا 0 الى 0.6 في 
البداية . ثم نستمر بالاتجاه العكسي ونعطي مکونات 3 التي هي 0.2 و 0.1 رمز 0.3 الاصلي (اي 01 ) ثم نضیف 0 
للاول و 1 للثاني لتصبح 2 تاخذ الرموز 010 , و 0.1 تاخذ الرموز 011 وهكذا نستمر وبنفس الاسلوب الى ان نصل الى 
كل ارقام الشفرات (codes)‏ التي تمثل الرموز الاصلية (انظر عمود الشفرة ) code‏ ( في يسار الشكل )10-8( ادناه. 


Original source Source reduction 


04 1 04 1 04 1 0.6 0 
00 03 00 0.3 00 0.3 maj os ۱ 


011 01 0H 0.2 010 03 01 
0100 0.1 04 01 011 
01010 0.1 0101 

01011 


شکل(10-8) طريقة هوفمان لتشفير كل مصدر تم تقلیله في شکل )7-8( مبتدأين بالرمز 0 و 1 


فلو كانت Lo‏ صورة رقمية وکان TL‏ هثل sus‏ مستویات التدرج Gol‏ الرمادية gray level)‏ ( فیها , فان 


n, 


p.r) = 
n 


حيث N,‏ هثل عدد المرات التي يحدث فيها الستوي الرمادي ال معني , و 2 تمثل عدد البکسل المكونة 
للصورة , و L‏ هثل عدد الستویات الرمادية , فان معدل طول هذه الشفرة (code)‏ همكننا الحصول عليه من العلاقة التالية 


8-1 


Las = I(r, )p,Cr,) 


k=0 


= 1 (0.4) + 2 (0.3) + 3 (0.1) + 4 (0.1) + 5 (0.06) + 5 (0.04) =2.2 bits/ symbol 
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لاحظ ان الارقام 1: 2, 3, 4, 5, و 5 تمثل عدد الشفرات digit numbers) L5lgJl(codes)‏ ( مقابل JS‏ احتمالية , فمثلاً 0.4 
يقابلها 1 ( (one digit‏ , 0.3 يقابلها 00 اي ( (two digits‏ , وهكذا 0.04 يقابلها 01011 اي ( digits‏ 5( . 


J 


Entropy = -», p,(r,)log , p,(r,) 


j=l 
Entropy =-[ 0.4 log, (0.4) + 0.3 log,(0.3) +0.1 log,(0.1) + 0.1 log,(0.1) + 0.06 


log,(0.06) + 0.04 log,(0.04) [ =2.14 bit / symbol 


* log (x) =log,,(x) / log,,(2) حبث ان‎ 


لقد تم اعلاه استخدام لوغاريتم للاساس 2 من اجل جعل الانتروبي بوحدات البتتات JSS‏ رمز ,وان نتيجة كفاءة او فعالية 
تشفير هوفمان هي : 0.973 = 2.2 / 2.14 = The resulting Huffman code efficiency is‏ 
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p 06 04 
0.04 0.0601 0.1 0304 A 
۲ ۲ | 
01 0.1 010304 A di 
"en 0. 0.2 
004 006 , PA LN "A 
A 02 0304 oe Se we | 
0.04 0.06 ÁN, pe 
6 0.4 
0 1 
T 0. i 0.3 
a1 02 


Pe 


0.00 0.040.1 0.1 


USS‏ )11-8( شجرة هوفمان التى انشأت ل 6 رموز من البیانات 


انشن شجرة هم وفمان للح_روف الخمسة التالية  , © , B, A‏ , 8 بالاحتمالييات 
5 0.17, 0.17, 0.16, 0.15 على التوالي. 


بنفس الاسلوب الذي اعتمدناه في تشفير هوفمان فاننا نرتب الاحتماليات من الاعلى الى الادنى ثم نجمع اصغر احتماليتين 
للحصول على احتمالية مركبة , فمثلاً نجمع 0.15 مع 0.16 لنحصل على 0.31 لتصبح اسفل 0.35 في الترتيب التالي , انظر 
العمود 5 , وهکذا نجمع 0.17 مع 7 لنحصل علی 0.34 التي تصبح 355( 0.31 à‏ العمود 7 , وهكذا نجمع 0.34 مع 

1 لنحصل على 0.65 التي ستکون في قمة العمود 8 لنعطیها صفرا ونعطي 0.35 واحد )1( , لنرجع بالعکس الى 
مکوناتهما الى ان نصل الى الشفرات (codes)‏ النهائية في العمود 2 , انظر جدول (1-8 ). 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 
4 1 0.35 1 0.35 1 0.35 0.65 0 

8 011 0.17 00 0.31 01 0.34 0.35 1 

C 010 0.17 010 0.17 00 0.31 

D 001 0.16 011 0.17 

E 000 | 0.15 


جح دول )1-8 ). يمل خطوات تشغ فير B, A‏ , © , 5 , 8 بالاحتمالیات 
5 , 0.17, 0.17, 0.16, 0.15 على التوالي. 


ويمكن تمثيل ذلك بالشجرة (Tree)‏ خطوة بخطوة كما هوفي الشكل )12-8( ادناه : 


0.35 0.65 نسم 
A‏ 0.35 0.17 0 0.16 0.15 
| | 
0.34 0.31 
eo,‏ 0.35 0.17 0.17 0.31 
0.17 0.17 0.16 0.15 
P 2d‏ 1 0.16 0.15 
0.35 0.34 ^ 
A o 20 ,‏ 0.16 0.15 
0.35 65 4 
cree 0 1‏ بو ‘a. A‏ 
0.34 031 0 1 لك 916 D‏ 001 
B 0.17 EN 0.34 1‏ 011 
A 035 | 0.15 0.16 0.17 7‏ 4 


شکل(12-8) شجرة هوفمان للحروف ۸ B,‏ , © , 5 , ع بالاحتمالیات 
5 , 0.17, 0.17, 0.16, 0.15 على التوالي. 
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لاحظ انه ببساطة هکننا معرفة الشفرات (codes)‏ لكل حرف وذلك من خلال الجزء الاسفل من الیسار وبالقراءة للشفرات 
0 او 001 وذلك من اليمين باتجاه الشمال. 


اذن معدل طول (average length)‏ الشجرة في الشکل )12-8( هو: 
Lpr = .35.1+.17.3 + 173+ 16.3+ 15:3 = 2.3 bits! symbol‏ 


لاحظ مرة ثانية ان الارقام 3,1 المضروبة بالاحتمالیات تمثل عدد (الشفرات) الکود النهائي (digit numbers)‏ مقابل 
كل احتمالية ,وهي جمیعها 3 ارقام ماعدا A‏ فهي تقابل 1 , انظر العمود 2 في الجدول )1-8 ) 


ارسم المخططات الموصوفة بطريقة تجاور القوائم adjacency lists)‏ ) التالية gus‏ ایهما هنل شجرة( (tree‏ .]2[ 


G: 1:2,3: 2:1,3,4,5; 3:2; 4:2,6; 5: 2,6: 4۰ 


H: 1:3; 2:3,4,5; 3:2; 4:2; 5:2,6 6:5. 


Ial‏ نرسم مکونات اللخطط G‏ خطوة بخطوة انظر الشکل )13-8( كمايلي: 
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PA A UND nes ye و‎ ede 
سر‎ Vs Las) PE ) 
CR no change Ces 
E £C bon pr d 
ud i e E oe "e | ae 
( E ( P ( m 
NA Nu. N uA 


ae‏ سم 
\ / 
NEZ Ne no change‏ < — 
z (`N (4‏ 
A N ae‏ 


الشکل )13-8( يبين رسم مکونات املخطط G‏ خطوة بخطوة 


نلاحظ من املخطط اننا بدأنا Vol‏ برسم النقطة 1 التي تتصل بالنقطة 2 , و3 . ثم ننتقل الى النقطة 2 التي تتصل بالنقاط 1, 
3, 4, 5, . اذن نضیف الى الرسم السابق فقط النقطة 4 والنقطة 5 ونوصلهما ب 2 , ونوصل 2 ايضاً ب 3 الوجودة اصلاً في 
الرسم السابق . وبعد ذلك ننتقل الى النقطة 3 من مکونات المخطط © اعلاه لنجد انها متصلة ب 2 , اذن نکتب لاتغيير no‏ 
change)‏ ) , وهکذا نستمر لنصل الى ال مخطط النهان . ان هذه الطريقة تسمی طريقة القوائم اطتجاورة adjacency lists)‏ 
E‏ 


وبنفس الطريقة نرسم المخطط H‏ , انظر الشکل )14-8( وكمايلي: 
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O Q © 
2, = 
K "2 V e" d no change no change 
M) (^ | | 
kun eee dod c Mess 
b" 6 
kJ 
QN (4) 
A m ار‎ 
T (2) s 
_ 9 (2) —  — D hang 
مه‎ 
EMO 


الشکل )14-8( يبين رسم مکونات المخطط H‏ خطوة بخطوة 


ومن خلال ال مخططين نری انهما مخططان متصلان (connected graphs)‏ , ولکن نری ان الخطط G‏ له دورة (Cycle)‏ , 
اما H‏ فليس له دورة . اذن Jig H‏ شجرة و 6 لامثلها. وبناءاً على ذلك یعرف الخطط البسیط (simple graph)‏ بانه 
شجرة ایضا وان لكل زوج من النقاط ) × و (y‏ فيه يوجد مسار وحید من الى . وانه مخطط متصل ولکن لیس له 
دورة Lis oisg .) Cycle)‏ مواصفات اخری عن الاشجار . 


Spanning Tree الشجرة الفرعية‎ 3-8 


ان الشجرة لمخطط ما 6 , تدعی شجرة فرعية spanning tree)‏ ( ,اذا كانت جزء من ذلك ال مخطط (subgraph)‏ 
وتحوي جمیع النقاط (vertices)‏ فيه . او بتعبیر اخر لو اعطینا مخططاً © طجموعة V‏ من النقاط (set of vertices)‏ , 
ومجموعة E‏ من الحدود the set of edges)‏ ), فاننا نعرّف الشجرة الفرعية ل G‏ بانها الشجرة التی لها نفس مجموعة 
النقاط V‏ , بينما مجموعة الحدود لها هي جزء من ا مجموعة E‏ . ۱ 
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ارسم املخطط ال موصوف بطريقة تجاور القوائم adjacency lists)‏ ( التالية ورسم الشجرة الفرعية (spanning tree)‏ له. 


2 : 9,0,6: b:a,d; c:d,ef;  d:a,b,c,f; e:a,c; f:c,d. 


بنفس الاسلوب الذي اعتمدناه في JEL‏ )3-8( سیکون المخطط ال معني ونرمز له ب © انظر الشکل(15-8): 


یه 


+» CECHS 


الشکل )15-8( يبين رسم مکونات المخطط في JEL!‏ )4-8( خطوة بخطوة 
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اما مخطط الشجرة الفرعية Spanning tree)‏ ) ونرمز له ب T‏ فهو كما في الشکل )16-8( 


الشکل )16-8( مخطط الشجرة الفرعية Spanning tree)‏ ) للمخطط في الشکل )15-8( 


ومن خلال مخطط الشجرة الفرعية Mel ) Spanning tree)‏ نجد ان عدد الحدود (edges)‏ فیها هو 5 وهو يساوي عدد 
النقاط vertices)‏ )التي هي 6 هنا مطروحاً منها 1. وبشکل عام فان شجرة لها من النقاط (vertices)‏ یکون لها n-‏ 
)1 ( من الحدود edges)‏ (. 


ويعني انه low‏ مخطط ولدینا عدد(وزن او قيمة ) (edge) J JS Gola;‏ فیه. اي ان الخطط الذي له عدد we)‏ 
مصاحب لكل حد e‏ فيه و پسمی (weighted graph)‏ , انظر الشکل (17-8). ان we)‏ تسمى وزن الحد e‏ . ان الشکل 
(JUJI‏ هثل الطريقة القياسية لرسم الخطط اطوزون. وفي الاشجار الفرعية Las! (spanning tree)‏ لدینا sis‏ یصاحب کل 
شجرة پسمی مجموع اوزان الحدود (the sum of the weights of its edges)‏ . 


AS الجموع اقل مایکن وفي بعضها نود ان یکون اکبر ماهکن . ان اقل مجموع‎ WS بعض امسائل نود ان یکون‎ Gs 
(minimum spanning tree) او مایسمی‎ , (weight spanning tree) للش جرة الفرعية اطوزونة‎ (minimum total) 
هو‎ (its edges) ل 6 بخاصية ان مجموع الاوزان لحدودها‎ (spanning tree) موزون هو الشجرة الفرعية‎ G ملخطط‎ 
شجرة فرعية اخری ل 6 . ان مجموع اوزان الحدود الكلي لشجرة یسمی الوزن‎ LY ليس اکبر من مجموع اوزان الحدود‎ 
التالية:‎ ( edge set) الش كل )8- 17( مجموعة الحد‎ à الكلي للشجرة. فمثاً‎ 
125 هي مجموعة الحد للشجرة الفرعية , والوزن الكلي لها هو‎ {{a, bj, {a, cj, {a, d}, id, 8}, {d,h}} 
وکمایلی:‎ 
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w({a,b}) 235, w({a,c}) =35, w({a,d}) 220, w({d,g}) =20,and w({d,h}) - 5 
.. the total weight = 125. 


وهنا هکننا ان نحذف (,۱۷)2 , ونبدّله ب {dic}‏ , وهذا يقلل الوزن الى 100 . اذن هذه الشجرة الفرعية ليست minimum‏ 
weight spanning tree)‏ (. 


weight of {a,b} = 35 
شش‎ 
w({a,b})=35 


weighted graph مخطط اطوزون‎ (17-8) JS. 


اوجد مجموعة الحد (edge set)‏ مسار الحد Gol‏ للشجرة الفرعية المتمركزة في النقطة a‏ لللشکل )17-8 وکذلك اوجد 
مسار وزن الحد (a path of minimum weight) GI‏ من h dla‏ ف المخطط gb!‏ في الشکل )17-8( Las)‏ 


ان مجموعة الحد (edge set)‏ مسار الحد الادنى للشجرة الفرعية التمركزة في النقطة a‏ , هي: 


La, bj. {d,c}, {a,d}, (d. gj, (d, hj }‏ 
ان الشجرة التي تمثل ذلك والتي جذرها في (rooted tree) a‏ يوضحها ال مخطط البین بالشکل )18-8( 
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20 
5 
b d 
1 
6 h g 


الشکل )18-8( مجموعة الحد (edge set)‏ مسار الحد GNI‏ للشجرة الفرعية المتمركزة في النقطة a‏ 


ونری من الشکل ان امسار من 8 رجوعاً الى الجذر 2 هو: 
hid, hid{a,dja‏ 
dull‏ اتسار رف 
A w(d,h) + w(a,d) =15 + 20 2 35‏ 


من جانب اخر ان الشکل )19-8( يبين شجرة 4505 التفرع کاملة GIS ( full binary tree)‏ 3 مستویات » 


والتي تعني انه یخرج من JS‏ نقطة فرعان GS‏ مر بنا في اشجار التشفیر (انظر الجزء )2-8( في هذا الفصل. 
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15 1413 12 11 10 9 8 


الشکل )19-8( يبين شجرة ثنائية التفرع کاملة (full binary tree)‏ 


GIS‏ 3 مستویات 


وتعني انه یخرج من کل نقطة ثلائة فروع , لاحظ النقاط 1, 2, 3, و 4. ان الشکل )20-8( يبين شجرة LG‏ التفرع 
(full ternary tree) ALIS‏ ذات مستويين. 
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الشکل )20-8( يبين شجرة ثلاثية التفرع کاملة (full ternary tree)‏ ذات مستویین 
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تمارین الفصل الثامن 


1-Create Huffman tree of the following 6 symbols with the probability values 


0.15 ,0.16 ,0.17 ,0.17 ,0.35 respectively. 


2- Draw the graphs described by the adjacency lists below, explain which a tree is? 
G: 1:2,3; 2:1,3,5; 3:2; 4:2,6; 5:2,6; 6:4,5. 
H: 1:3; 2:3,4,5; 3:2; 4:2; 5:2,65 6:5. 


3-If you have given the following graph, what is the spanning tree? Explain. 
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